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1. EL NUMERO REAL

1.1. Tipos de niimeros

a. Naturales: 0,1,2,3,4,...

b. Enteros: —2,—1,0,1,2,3,4,...

c. Racionales: Se pueden escribir de dos formas: 3

En forma fraccionaria: —1 —% § ﬁ
T4’ 3775186
En forma decimal: 0/2, —0'827, —0/232323.. ..

= O

7
. L ©
50 5°5714285. ..
10
30
20
Los numeros racionales escritos en forma decimal se caracterizan 6

0
porque llega un momento en que las cifras de después de la coma 40

. S 10, 39 5
se repiten : 1= 0'25000..., 3= 3'333..., - = 5'571428571 . .. iina divisién acaba repitiéndo-

Se”
d. Reales: Son los racionales junto con los irracionales.
Los irracionales son aquellos cuya parte decimal no se repite:

V2 = 2414213562 ... , 7 = 3141592654 ..., 1'01001000100001 . ..

Vemos que V2 tiene expresién decimal no periédica

por lo tanto no es racional sino irracional. En la figura:

hipotenusa = V12 4+ 12 = /2 V2 )

Luego v/2 se puede representar en la recta, por tanto

en la recta hay més puntos que nimeros racionales. ... R e mebees : o
1

El nimero m = 3'1415... Es la longitud de media
circunferencia de radio uno.

Un ndmero irracional no se puede escribir exactamente en forma decimal, aunque se pueden
hallar tantas cifras decimales como se desee.

Otro irracional famoso es el nimero e = 2'71828.. ..

1 n
Es el namero al que se acerca la expresién <1 + —) cuando n es un nimero natural muy grande
n

100 1000
jemplo: | 1+ — = 2/7048 14+ —— = 2/7169
por Jempro < * 100) ’ ( * 1000)

1.2. Motivos para ampliar el conjunto de los nimeros

El motivo por el que se va ampliando el conjunto de ntimeros es que hay operaciones que no se
pueden hacer todas las veces:

= Se pasa de los naturales a los enteros para poder restar siempre

= Se pasa de los enteros a los racionales para poder dividir siempre
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= Se pasa de los racionales a los reales para poder hacer raices de ntimeros positivos siempre y
poder expresar cualquier longitud con un nimero.

1.3. Los numeros reales

Los numeros racionales junto con los irracionales forman el conjunto de los niimeros reales, se
representan por R.

Propiedades de la suma y el producto de los niimeros reales Lo que se dice para la suma
vale para la resta y lo que se dice para el producto sirve para la divisién. Las operaciones suma (+)
y producto (.) de nimeros cumplen las siguientes propiedades:

Conmutativa: a4+ b=b+a; a.b=b.a
es decir: Para la suma, el orden de los sumandos no altera la suma.
Para la multiplicacion, el orden de los factores no altera el producto.

Asociativa: a+ (b+c¢)=(a+b)+¢ a.(bc)=(ab).c
es decir: para sumar varios nimeros da igual el orden en que se hacen las sumas . Lo mismo se
diria para el producto.

627
Ejemplo: 3 = 2V27
En el caso del producto también se dice: para multiplicar un producto por un nimero se multiplica
uno solo de los factores.

Elemento neutro: el 0 para la suma y el 1 para el producto

1

Elemento simétrico del nimero a es: el opuesto —a para la suma y el inverso — si a # 0 para el
a

producto.

Ejemplos: de 3 el opuesto es —3 y el inverso 3

de § el inverso es % - z
= 5

Distributiva del producto respecto de la suma: a.(b+c¢)=a.b+ a.c
es decir: para multiplicar una suma por un ntimero se multiplica cada uno de los sumandos.
Ejemplos:

= 3(7+V5)=21+3V5
= Leyendo al revés es la operacién de sacar factor comtin: 21 + 3v/5 = 3- 74 3v/5 = 3(7 + V/5)
3v10

&

= No confundir con la asociativa del producto:

6+ 124/10
= Simplificar indicando la propiedad que se aplica: % =24+4V10

He dividido numerador y denominador por 3.

Como el numerador es una suma he aplicado la propiedad distributiva, dividiendo cada su-
mando.

Para dividir 12v/10 por 3 he aplicado la propiedad asociativa del producto, dividiendo solo el
12.
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3+ 44/5 = 7v/5 ESTA MUY MAL

El conjunto R de los nimeros reales con la suma, el producto y las propiedades que verifican se
dice que tiene estructura de cuerpo conmutativo, esto escribe (R, +,.) cuerpo conmutativo.

Ademaés dados dos nimeros reales siempre podemos decir cudl de los dos es mas pequeno, es
decir los nimeros reales estan ordenados por el orden < ... menor o igual que ...

1.4. Aproximacion por exceso y por defecto de un niimero real

Los niimeros que tienen expresiéon decimal periédica 5'3333...,17/28979797... y los nimeros
irracionales, como no se pueden dar todas sus cifra decimales se dan por aproximacién:
V3~ 1,1'4,1'41,1'414,1’4142, . .. por defecto
T 2,1'5,1742,17415,1'4143, ... por exceso
41 , 1,1/2,1'24,1'242,1'2424, . .. por defecto
— =1'2424... ~ it )
33 2,1°3,1'25,1'243,1'2425, . .. por exceso

1.5. Representacion grafica de los nimeros reales en la recta

A cada ntumero real le corresponde un punto y a cada punto un nimero real.
Los nimeros reales llenan la recta:

Ji
-1

—V2 -1

1.6. Intervalos de nuimeros reales

Son trozos de la recta real. Por ejemplo: {x € R/ — 14 < x < 3}, es el conjunto de ntimeros
reales x, tales que —1'4 es menor o igual que x y = es menor o igual que 3, es decir el conjunto de
nimeros reales comprendidos entre —1’4 y 3, incluyendo —1'4 y 3.

intervalo abierto de extremos a,b es: (a,b) = {x € R/a < x < b}

0)

b

intervalo cerrado de extremos a,b es: [a,b] = {x € R/a <z < b}

a b

intervalo cerrado por a y abierto por b es [a,b) es: [a,b) = {z € R/a < x < b}

| O,

a b

nimeros mas pequenos o iguales que a es: (—o0, al
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nimeros mayores que a es: (a,o0)

Entorno simétrico de a de radio h es el intervalo abierto (a — h,a+ h), cualquier = del entorno
se caracteriza porque la distancia de x a a es menor que h, es decir:
(a—h,a+h)={zre€R/a—h<z<a+h}={xeR/|lxr—al <h}

O A O.

a—h a a+h

Ejemplo Expresar el conjunto de puntos de R que distan de -0’1 menos de 2.

1.7. Numeros factoriales

5.4.3 = factorial de 5 de orden 3.

1998.1997.1996.1995.1994.1993.1992.1991.1990.1989.1988 = 199811 es el factorial de 1998 de
orden 11.

z(z — 1)(z — 2) = 2. Factorial de z de orden 3.

Dado un nimero natural por ejemplo el 5, podemos considerar los productos 5.4; 5.4.3; etc.

Es decir productos en los que los factores se van obteniendo restando una unidad a los anteriores.

El nimero de factores se llama orden. Asf en 4.3 es factorial de 4 de orden 2, se escribe 4(2.
Cuando llega hasta el 1 se escribe sélo con una admiracién, ejemplo: 4-3-2-1 = 4! y se llama
simplemente nimero factorial, en el ejemplo factorial de 4.

En general sean m y h dos niimeros naturales con m > h, factorial de m de orden h es el producto
de h factores decrecientes a partir de m :

Ejemplo: z0° = z(z — 1)(z — 2)(z — 3)(z — 4)
Por convenio se define que factorial de cualquier nimero de orden 0 es 1 m(©® = 1;
y de orden 1 : m® = m.

Factorial de m serd m! = m(m —1)(m —2)(m —3)...3-2-1

(h m!

Propiedad m = m

1.8. Numeros combinatorios

Sean m y h dos nimeros naturales con m > h. Se define nimero combinatorio de base m de

orden h como:
m) _ m®
h) A

Ejemplos:

7 76 7.6-5
<3> 31 3.2-1
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z(z —1)(z —2)(z — 3)

x 33(4
<4> T

4-3-2-1
z+3) (+3)2 (z2+3)(z+2)
2 ) 20 2.1
Propiedades:
A m!
“\h/) hl(m-—h)
, 7 76765 T 76,543,221  7,6,5
Ejemplo: = — = = =
3 31 321 41,31 4321.321 321

() ()

3. Tridngulo de Tartaglia

NG
O
RGN
R
oo e e e
R I B R R B I
(o) (1) (2) (3) (a) (5) (6)
que da los resultados:
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

Observamos que:

a) la suma de dos nimeros combinatorios seguidos nos da el de abajo:

)+ ()= (i)

m
b) los niimeros equidistantes de los extremos son iguales: ( h) = <

m

m—h

)
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Problemas de Niumero Real

. Representar y dar tres elementos del con-
junto {x € R/ — 14 <z < 3}

. Aproximar por defecto y por exceso: a) v/19
b) 3 — 2v/2; ¢) —V/3. Representar gréfica-
mente hasta las décimas.

L 0,0'1,0'17,0'171, 01715 B
Solucién:b) 1" 19 0718, 0'172, 01716 }3_2*/5_
0171572

—1,-1'7,—1'73, —1'732 T
) o 18 174, 1733 } — V3= 173203

1. Efectuar por minimo comun denominador 9. Escribir y  dibujar los intervalos
simplificando el resultado: (3,6); [~1'3,/2]. Decir de qué niimero
4 2 7 es entorno el intervalo [3,7].
V3 ptyT
1 10 1 10. Decir qué propiedad se aplica en cada caso:
b)l+ ———+4-—— =
)1+ 96~ 100 T 0000 a) (=5),9 = 9.(—5)
5 3 9 10
°_ 4 4= b) 3(2 — 6x) =6 — 18z
91 1076 25" ) 3 )
1,3 c) [3.(=5)].[14.(=4)] = 3.(=70).(—4)
514
Dl-t5— = 1 10+a: 5+w
o2 ) 2
Solucién: a) 199/75, b) 10001/10000, c) 121/20, d) 44 6 243
54/35 e) 4 9
. Extraer factor comun 11. Dibujar 5 nimeros en el entorno de centro
a) 8a + 5ab — 3ac — 2da —1'9 y radio 0'2.
b) 3a +9ab — 6ad + 12ca 12. Dibujar 5 ntimeros en el entorno de centro
c) 14f — 213 +28v/5 + 497 0’1 y radio 0'25.
O
d) 2%y’ + 22" 35x y’ - 13. Efectuar
15 — 3z 4 6x° — 12
e) 1522 — 3x + 6z x a) 50 —
Solucién: a) a(8+5b—3c—2d), b) 3a(1+3b—2d+4c), 3
¢) 7(2v2—-3V3+4V5+7V7), d) 2?y? (zy+2y>—51), b) 200 =
e) 3z(5x — 1 + 22% — 425) c) 20 =
1 @ —
. Efectuar 1+ — = d) 28
3+ ﬁg Solucién: a) 120, b) 6840, c¢) z(z — 1)(x — 2)(z —
Solucién: 31/24 3)(x—4),d)28-27-26...(28—-z+1)
3., 1y2
(— + —) 3 14. Efectuar
5 172)3 _
- Efectuar S(1+2) (22 — 1)! 4 (22 — 3)!
Solucién: 44/63 (22)!
e -2z —-2)+1
. Sacar factor comin z(z — y) — (z — y)? Solucién: (Qz(% )7( S(% 1 %)
Solucién: (z — y)y 15. Efectuar
. Representar en una recta ) <7>
a =
—8/3; —4'7; —0'9; V2 2V3 3

b) (30) _

6

z—1
@<:3>_

20 — 1
d =

(722

Solucién: a) 35, b) 593775, ¢)

1) 2z —1)(2z —2)(2z — 3) ... (22 — h6+ 2)
‘ (h—2)(h—3)...3-2-1

(z—1)(z—2)(x — 3)7
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z+1 z—1
16. Simplifi : =
6. Simpli car( 5 > ( 4 >

172+JI
5x — 20

z+1 T rz—1
17. Resolver< 9 >+<2>+< 9 )—136

Solucién: —9,10

Solucién:

18. Resolver <§> = (

Solucién: 5

19. Resolver <:13> + (

Solucién: 3

T
2

y

)

(

r+1
2

)



2. POTENCIAS Y RADICALES

2.1. Potencias de numeros reales

Dado un numero real a y un entero positivo n se define potencia de base a y exponente n como
el producto de a por si mismo n veces.

n
1
0

RO

SEESEES
Il
— Q 9

Se define potencia de base a y exponente negativo —n, como 1 partido por la misma potencia
positiva, es decir: ™" = p
2.2. Propiedades de las potencias

1. (a.b)* = a™.b"

Para elevar un producto a una potencia se elevan cada uno de los factores.
x

> (3) =5

Para elevar un cociente a una potencia, se eleva el numerador y el denominador.
3. (a®)¥ = a™¥ Para elevar una potencia a otra potencia se multiplican los exponentes.

4. a®.a¥ = a®™Y Para multiplicar dos potencias de igual base se suman los exponentes.

xT

a _ c . . .
5. — = a® Y Para dividir dos potencias de la misma base se restan los exponentes.
a

Observaciones: 1) con sumas o restas de potencias la unica operacion posible es sacar factor

comtin. Por ese motivo: 3% + 52 = (3 + 5)2 = 82 ESTA MUY MAL.

b

a\ -z *
2) al elevar una fraccién a una potencia negativa resulta: (3) = (—)
a

Notacidén cientifica: Consiste en expresar un nimero como el producto de un niimero con una
cifra entera multiplicado por una potencia de 10:

Ejemplo: Efectuar y expresar en notacién cientifica:
3-1072%.5.10% 3-1072%.5.10% 15-1071 00769 - 1071

21017 — 503 -101% ~ 200- 1015 — 503 - 101> ~ 194’97 - 1015 ~ 1015
00769 - 10728 =769 - 1072 - 10722 = 769 - 10~%°

2.3. Igualdades notables
1. (—a)? = a®. Ejemplo: (—x + 3)? = (z — 3)?

2. (a+b)? = a® +b? + 2ab. El cuadrado de una suma es igual al cuadrado del primero, més el
cuadrado del segundo, mas el doble del primero por el segundo.

Ejemplo: [(z +y) +22]? = (z +y)? + (22)% +42(z + y)
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3. (a —b)? = a® + b?> — 2ab. El cuadrado de una resta es igual al cuadrado del primero, més el
cuadrado del segundo, menos el doble del primero por el segundo.

Ejemplo: (2z — y?)? = 422 + y* — 4ay?
4. (a+b)(a —b) = a® — b% Suma por diferencia es igual a la diferencia de los cuadrados.

Ejemplo: (z* — 1) = (22 +1)(2% - 1)

2.4. Radicales
Son del tipo V3, V17, V/64.

Dado un ntimero real a y un ntimero natural n distinto de 0 , se dice que el ntimero b es raiz de
indice n del nimero a cuando la potencia de b de exponente n es a. Es decir:

{/a = b cuando b" =

Observaciones: 1) Se dan los siguientes nombres en /a = b
a = radicando, b =raiz, n = indice (n = 2 no se pone), {/a = radical

2)
indice par — 2 raices; ejemplo: v4 = +2
ADICANDO POSITI
R ¢ O POSITIVO { indice impar — 1 raiz; ejemplo: v/125 =5
indice par — ninguna raiz real; ejemplo v—4

RADICANDO NEGATIVO { indice impar — 1 raiz; ejemplo: v/—8 = —

2.5. Propiedades de los radicales
Se deducen de las propiedades de las potencias:
1. Raifz de un producto es el producto de las raices Va.b = {/a. Vb

JJa_ Ya
b b

2. Raiz de un cociente es igual al cociente de las raices

3. Raiz de una raiz es la raiz de indice el producto de los indices. {/ Va = "Va

4. Raiz de una potencia es igual a la potencia de la raiz VaP = (%)p , (salvo signo)

5. Una raiz no varia si se multiplica o se divide el indice y el exponente por un mismo nimero es

decir: VaP = "V ap-h

Observaciéon: con raices de sumas o sumas de raices no hay nada que hacer.
Ejemplo: Va2 +4 =a+2 MUY MAL

2.6. Calculo con radicales

Extraer factores fuera de la raiz: se divide el exponente por el indice y dentro queda el factor
elevado al resto. Saliendo fuera del radical el factor elevado al cociente. Ejemplos:

» V322 =31
Vir 2z
2 2

— Va
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Introducir factores dentro del radical: se multiplica el exponente por el indice. Ejemplos:

v3_ 3 _ 1

3 P2 V3
5 [ 5x2
] .Z'\/j = — = Vbx
x x
Operaciones con radicales semejantes: Se extraen factores y se saca factor comin.Ejemplo:

V27 — V75 — V300 = V33 — /523 — V1023 = 3v/3 — 5v/3 — 10V3 = —12V3

Racionalizar Racionalizar es quitar raices del denominador:

1. Denominador sin sumas de raices. Para racionalizar en este caso se multiplica el nume-
rador y el denominador por el radical adecuado. Ejemplos:

I Vi B
VIOVRe 2
a avb B av/b B avs
"3V5 3v5v5 3.5 15
2. Denominador con sumas o restas de raices: Se multiplica numerador y denominador por
el conjugado, (solo sirve para raices cuadradas). Ejemplos:

Co3V2 o 3Va(VRHVE) 3VR(V2HVE) 643VI0  6+3VI0
V2—v5 o (V2-VB)(V2+4E) (V2R (VB2 2-5 0 =3
—-2-V10

3V3 3B -v3) _ 3v3z -9

t+v3 (z+V3)(z—+V3)  x*-3

2.7. Potencias de exponente fraccionario

Definimos potencias de base a y exponente b como la raiz de indice el denominador de la potencia
q
de exponente el numerador:

P
a1 = ap

. . _r 1
Si el exponente es negativo: a ¢ = —
ad
Las propiedades son las mismas de otras potencias.

Ejemplo:

3 5 3 1 49 1
— 92+5+35-1.35-32 — 215 . 310

23 2 9 3 22 §2§
Simplificar: — (2°)2, )i _E 51
2

 2%2.33
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Problemas de potencias y radicales

1.

Calcular las potencias:
(=3)%  =3%  (-015)%  0'01%

Solucién: 9, —9, 0’0225, 0'00000001, —8/27

(=2/3)°

. Reducir a una sola potencia

) (~1/2)%.(1/2)(1/2)°.(1/2) =
b) {[(-0'1?PF =
) [(~1/2)%)° =

Solucién: a) (1/2)'*, b) (0'1)'%, ¢) 0398

. Efectuar (—1/2)2 + (3/2)3 — (5/3)2 —

Solucién: 61/72

. Calcular

8) (—1/2)7 =
b) [(16/5) — 2] =

o) <é _2>_2 _

Solucién: a) —2, b) 1/8, ¢) 25/81

. Simplificar

3024

4200
441

) 1350
o) 1331
165
Solucién: a) 18/25, b) 49/150, c) 121/15

a)

. Simplificar

a’?—9
2a -6
14a® + 3
Ta
Solucién: a) (a + 3)/2, b)no se puede,

2)

b)

Simplificar
(-4~

(P* —2p)~!

Solucién: p/(p + 2)

. Efectuar:

a) 1'2-10'%.2.1078
421013 + 2. 10"
2.10-8

b)

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

11

) 32107 —4-108
C
2108 + 10°
Solucién: a) 2'4-107, b) 170000021107, ¢) —1-83908

Efectuar

\/1+\/6+\/5+x/ﬁ

Solucién: 2

Extraer factores del radical

a) V54

2710

b
RV

Introducir factores dentro del radical

1
a) T p

a—>b la+b
b)a+b a—>

Solucién: a) vz , b) (a—b)

(a+10)
Efectuar 2aV3 — V2742 + 2v/12

Solucién: (—a + 4)v/3

3 2 3
Efectuar 4v12 — 5\/48 + g\/ 27 + g\/ 75

Solucién: 7v/3

1
Racionalizar ———
2 —2V2
—1-2

2

Solucion:

Simplificar
8 =7

1251576

e
7512

< <z 16 -1 _—13
Solucién: 23 372573

Simplificar si es posible:
2v/5
a)
V5 -3
3-v2
6v2+ 3
3—-5V2
5V/3

b)
c)



3. ECUACIONES Y SISTEMAS DE ECUACIONES

3.1. Ecuacion

Una ecuacién es una igualdad con alguna incégnita que se representa por una letra. Resolver
una ecuacion es encontrar el valor de la incégnita que hace que se cumpla la igualdad.

Para resolver una ecuacion se opera hasta dejar sola la incégnita x

Solucién de una ecuacion es un nimero que al sustituir por €l la incégnita x cumple la igualdad.

3.2. Propiedades de las igualdades y aplicacién a la resolucion de ecuaciones

1. Si se suma o resta un mismo numero a los dos miembros de una igualdad la igualdad se
conserva.

Aplicacién a ecuaciones: Se aplica para la transposiciéon de términos: un término que
estd sumando pasa restando y viceversa.

Ejemplos:

3+x =25 3r+2=5-2z
(=34 3+ 2 =5—3) no se suele poner 3x+2x=5—-3
r=5-3 o =3

2. Si se multiplican o dividen los dos miembros de una igualdad por un mismo ntmero, la igualdad
Se conserva.

Aplicacién a ecuaciones: 1% Aplicacion : quitar denominadores; se multiplica todo por el
minimo comin multiplo de los denominadores. Se va multiplicando cada numerador por lo que
le falta a su denominador para ser el denominador comun.

-1 N 3z Y 52x —1)+33z 15
3 5 15 T 15
2% Aplicacion: despejar la z pasando el coeficiente con su signo al otro miembro.

52z — 1) + 9z = 15

2
Ejemplo: <

Ejemplos:
T
-5z =3 -—=7
3 3
= —— =21
T 3 x
Observaciones:

1. Si al resolver una ecuacién llegamos a algo del tipo: 3z = 3z + 2, quedaria 0 = 2, o sea, no hay
solucion.

2. Si al resolver una ecuacién llegamos a algo del tipo: 2(5x—3) = 10z —6, o sea 10z —6 = 102 —6
quedaria 0z = 0, entonces cualquier niimero es solucién, se pierden de vista las soluciones si
se simplifica.

3. Si en una ecuacion la incégnita estd en algiin denominador o debajo de raices, hay que com-
probar las soluciones.
22 -1

0
r+1

Ejemplo:
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Para anular una fraccion se anula el numerador

1-1
para 1: —— = 0 si es solucién
22-1=0, 22=1, x==+1 I+l

para —1: = — no es solucién

—-14+1 0
Es decir, no sirven soluciones que anulen denominadores.

Ejemplo: v 22 — 16 = 3

(22 -16)2=3% 22 -16=19; 2?=25 = +5 las dos son soluciones

. . 5 3z —2_ . .
Ejemplo: Resolver la ecuacién 2z + 3= indicando las propiedades que se aplican.

Para quitar denominadores multiplicamos los dos miembros 5 3 r—9
por un mismo numero, el m.c.m. de los denominadores que <233 + §> 7
es 21:
Con.no el prim.er.miembro es una suma aplicamos la distri- 21 .90 4 21 . § _ 9. 3x — 2
butiva y multiplicamos cada sumando: 3 7
Ahora para multiplicar cada término aplicamos la asociativa
multiplicando un solo factor y la conmutativa alterando el 21 21

(21-2) —5=—Bzx—-2)
orden de los factores para que el resultado quede como nos 3 7
interesa:

420 +7-5=3(3z — 2)

Aplicamos la distributiva para quitar el parénte-

sis del segundo miembro: A22+7-5=3-32-3.2

Aplicamos la asociativa para multiplicar 3-3z: multiplicando

42x4+35=9x—6
un solo factor:

Para juntar las = en el primer miembro y el resto en el
segundo miembro, trasponer términos, restamos a los 42x +35—9x —35=9x —6 — 9z — 35
dos miembros el mismo numero: 9z y 35, es decir:

Efectuamos las operaciones aplicando la conmutativa de la

33 = —41
suma:
Para aislar la = solo falta pasar su coeficiente, esto se hace 33z —41
dividiendo los dos miembros por el coeficiente de x: 33 33
Aplicamos la asociativa para efectuar la division que figura . —41
en el primer miembro: 33

3.3. Ecuacién de segundo grado

La expresién general de una ecuacién de segundo grado es az? + bz + ¢ =0
Cuando alguno de los coeficientes es igual a 0 se llama ecuacién incompleta de segundo grado.
Hay que tener en cuenta que no existen raices cuadradas de niimeros negativos.

I) no hay término en z : O sea b =0, es de la forma az? + ¢ = 0. se resuelve despejando .

Ejemplos:
202 —7=0222=7 322 +5=0
A xlz\/§:1’87 32? = =5

== T=E4 o -5 /-5
2 2 Ty = _\/; — —1'87 z? = 3 r== = que no da solucién real
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IT) no hay término independiente: O sea ¢ = 0, az? + bx = 0. Se saca factor comun y se aplica
que para que un producto se anule ha de anularse uno de los factores.

Ejemplo: 322 + 22 = 0;

1‘1:0

732 +2)=0 {:Eg: 3r+2=0 3z=-2 :L'gz—%

III) Caso general. Ecuacién completa: ax? + bx +c =0

) , —b+ Vb2 — dac
Se aplica la férmula: z = 5
a

Ejemplo:
322 — 10z + 4 = 0;

C10£v100-4-3-4  10£/100 48  10£V52 [ 2 = 108Y52 _ o6
. 6 - 6 G W-v52 _ (146

Tr9 =

Observaciones:

= Si el coeficiente de 22 es negativo suele compensar cambiar el signo a todo:

—322+52+8=0

wloo

322 — 5x — 8 = 0;

L_5EVIET06 _ 5EVI2L _5x11 [ o =10-
B 6 -6 6 ry=F =1

= Si la ecuacion esta descompuesta en factores es mas comodo ir anulando factores:

8z —5=0; 1z =2

(82— 5)(3+2) =0 {3+Wﬂ;m:_3

3.4. Ecuaciones bicuadradas
Ejemplo:
1. 2 =522 —-36=0

Se hace el cambio de variable y = 22; resulta y? = 2*; queda:

5i\/25+144_5i\/169_5i13_{y1:9
2 a 2 2 | yp=—4

2

Y —by—36=0; y=

=9 1a>2=09; x::t\/§::|:3{ T =3
:L'2:—3

y1 = —4; 2?=—4; 2z = ++v—4; No da solucién real

2. 224 —322-10=0

) v ) m=
3+ /89 z? = 3+v8
20> —3y —10 =0 y=—7F 4 oy = — 3+4@
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3.5. Ecuaciones irracionales

Se caracterizan porque la incégnita estd debajo de una raiz.
Se resuelven aislando sucesivamente los radicales y elevando al cuadrado. Hay que comprobar
las soluciones.

Ejemplo: 18 — v 4+ 10 =2
vx 4+ 10 = 16 elevando al cuadrado (\/3: + 10)2 =162 2z +10=256; x =246
comprobamos: 18 — /246 + 10 = 2 Sirve la solucién

3.6. Métodos de resolucién de sistemas de ecuaciones

Un sistema de ecuaciones son varias ecuaciones que relacionan a las mismas incégnitas.
Se llama solucién del sistema a los nimeros que cumplen las ecuaciones es decir que al sustituir
en el sistema verifican todas las ecuaciones.

s Método de sustitucion

Se despeja una incognita en una ecuacion y se sustituye en las otras:

2(5y — 10) + 3y = 9 - 5

29
r=05y—10 10y—20+3y=9 y=— z=5—-—-10=—

{ 2x +3y =9 _
13— 20 13 13 13

xr—by=-10

s Método de reduccién

Se multiplican las ecuaciones por nimeros convenientes para que al sumar desaparezca alguna

incognita:
Ejemplos:
1 20 +3y =9 si multiplicamos por —2 abajoy su- [ 22 +3y =9 13y = 29
' x—5y=—10 mamos desaparecera la x —2x + 10y = 20 y=
29 15
Y= 3’ sustituyendo en la 2% obtenemos la z: z = 13
multiplicamos la de abajo por el coe-
S — 8y = 2 ficiente de azlde la primera y le su- 150 — 27y — 18
2. mamos la primera multiplicada por
5r — 9y =6 . . —15x + 40y = —10
el de la segunda cambiado de signo, IBRETE:
es decir: 2% - 34+ 1% - (=5) v=
. . . 64 64
sustituyendo por ejemplo en la primera 3z — 81—3 =2; 3r-— 5= 2, 3r =2+ 3=
26 4 64 . 90
13 S 13

3. Hallar la recta que pasa por los puntos P(7,2) y Q(5,—3)

Buscamos los coeficientes a y b de la expresién y = ax + b, para ello aplicamos que pasa
por los puntos dados:

asa por: P(7,2) 2="Ta+b Ta+b=2 restando desaparece la b :
PaSA PO A(5,-3)  —3=5a+b a+b=—3 p '
2a = 5;a = g
1
Sustituyendo: 72 +b=2; % +b=2; b=2-— %; b = —37 luego la recta es
5 31
Y= T~ —

2 2
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= Método de igualacion

Despejada la misma incégnita en las dos ecuaciones, se igualan los segundos miembros:

_ 2 _ 2
y=az"-4 y= 43:2—4::17—2; - —-2=0
rT—y=2 y=x—2

resolvemos la ecuacién de 2° grado y resulta:

C1/1-41(=2) 14,9 { z =2
= =2

2 :E2:—1

r=2—y=0

sustituyendo en la segunda ecuacién obtenemos:
r=-1—y=-3

= Método grafico
Se representan en los ejes, las coordenadM
punto donde se cortan es la solucién:
204+ 3y =9
x — by = —10 ]
x |0 9/2
z|0 5
xz—o5y =-—10 v 2 3
29 15
Yy = 13’

como se puede ver el dibujo no da las soluciones
con precision.

3.7. Desigualdades e inecuaciones

Las desigualdades son:
< ... Imenor que ...
> ... mayor que ...

.. menor o igual que ...

<
> ... mayor o igual que ...

Propiedades de las desigualdades y aplicacion a la resoluciéon de inecuaciones:
1¢ Sisesuma o se resta un nimero a los dos miembros de una desigualdad, resulta otra desigualdad
del mismo sentido.

Aplicacién: Transposicién de términos: un término con +, pasa con —, y un término con —,
pasa con +.

Fj. 2z -5<5zx—-2; 2x—bxr<bH-—2

2% A) Si se multiplican o dividen los dos términos de una desigualdad por un nimero positivo,
resulta otra desigualdad del mismo sentido.
Ej. -5<2; —-5x3<2x3;, -15<6

2% B) Si se multiplica o divide los dos miembros de una desigualdad por un nimero negativo,
resulta otra desigualdad de sentido contrario. Ej. =5 < 2; —5x(=7) <2x(-7); 35> —14

Aplicacién: Quitar denominadores, multiplicando por el m.c.m, de los denominadores.
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Bj. 2z -3 7T =z

2 10
Aplicacién: Despejar la x pasando su coeficiente al otro miembro.

12
Ej. 5z < 12 divido por 5 (positivo) x < =

-7
Ej —3z < —7 divido por —3 (negativo) = > 3

Inecuaciones lineales con una incégnita Ejemplo resolver:
xr—1 2243 <

< —14x <7
el 243 il
—ac3+ - 362Jr =2 x_l_%
—27+2—6x —9<6x 3:2_7

—2xr—6r—6x<9—-2

1\3|‘ -
-
o

3.8. Inecuaciones lineales con dos incéognitas. Semiplanos.

Son expresiones de la forma ax 4 by > c.

< 1— =+ — multiplico por 10 (positivo ) y queda: 42 — 6 < 10 — 35 + =

Su representacién grafica es un semiplano cuya frontera es la recta ax + by = c.

Para ver cual de los dos semiplanos es el solucion se estudia si un punto
es solucién (por ejemplo el origen), en caso afirmativo su semiplano es
el semiplano solucion.

17

La frontera estd incluida en la solucién si la desigualdad es no estricta.

Ejemplo Resolver 3z — 4y < 12

z| 0 4
v =3 0 vd

Probamos el origen, punto (0,0): 3,0 — 4,0 < 12 si es solucién.

3.9. Sistemas de inecuaciones lineales con dos incégnitas.

La solucién de un sistema de inecuaciones lineales con dos incégnitas
vendra dada por la interseccion de los semiplanos soluciéon de ca
inecuacion. Se llama Regién factible.

NG
»Y

N\

¥

Ejemplo Resolver:
z+3y <3 (1)
x> 2
r—y+1>0 (2)
y=>0
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Ejemplo Hallar el sistema de inecuaciones cuya solucion es la
regién del plano:

Recta por (0,3),(3,2) es de ecuacién y = azx + b
(0,3) sustituyendo 3 =0a+b }
resulta

, )
Pasa por: 3,2) sustituyendo 2=3a-+b

Recta por (4,0),(3,2) es de ecuacién y = azx + b

Pasa por: (4,0) sustituyendo 0 =4a+ resulta resolvien-
pot: (3,2) sustituyendo 2=3a-+b
do el sistema de ecuaciones: zi 8_ 9

Luego la region viene dada por el sistema de inecuaciones:

18

-1
y< —2x+8
x>0

y=>0
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Problemas de ecuaciones y sistemas

1.

10.

11.

12.

Resolver
rz+1 +3:17—9 B 20 —3 1
4 10 5 2
Solucién: —3
zr—4 2zx+3
. Resol =
esolver 3 3

Solucién: —27/7

-2 -2
. Resolver b — 7— 4+ 11— =4
3 3
Solucién: 4/3
-1 _
. Resolver 8z + 33:_ =3+ o 3
2 —4
Solucién: 21/43
-8 )
. Resol 6r—5—+7T— =4
esolver b6x 3 + 9
Solucién: —49/54
. Resolver
r—2 2rx+1 2z — 3
-3
3 + 4 6

Solucién: 47/14

. Tengo un montén de chirimoyas y unas

cuantas cajas. Si meto 8 chirimoyas en cada
caja me sobran 27 chirimoyas. Pero si meto
11 chirimoyas en cada caja, me sobran tres
cajas. jCuantas cajas tengo?

Solucién: 8z + 27 = 11(x — 3) 20 cajas

. El producto de dos nimeros naturales con-

secutivos es 182. Hallarlos.

Resol 3r—2 8r  Sr— 4
. Resolver 9 —I—:E—?— 3
Solucién: 14/3
Resolver
5cr—3 3x—2 2-—3x
+ = + 4x

10 4 4
Solucién: —13/20

Resolver 322 +2r —1=10

Solucién: 1/3, —1

Resolver 322 — 15 =0

Solucién: +v/5

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Resolver 522 + 72 =0
Solucién: 0, —7/5
Resolver 22 + 2 +1=0
Solucién: no tiene solucién real
Resolver 222 + 122 + 18 = 0
Solucién: —3 doble
Resolver 5z — x2/3 = 3z
Solucioén: 0, 6
2 2
T 4x
Resolver — +5=— —10
5 5
Solucién: +5
Resolver 3v/3z? —v6 =0
V2

Solucién: £4/ —

2
Resolver g:p —322=0

Solucién: 0, ?2

Resolver 922 — 122 +7 =0

Solucién: no tiene solucién real

Resolver 222 + 40z + 13 =0
Solucién: —0'33, —19'6
5x—1) 2z+1

r+1 -1
Solucién: 4,1/3

Resolver

322 -5
Resolver W =0
Solucién: £4/5/3

227 —
Resolver M =2

+1

Solucién:

52 — 3 1
Resolver a: + % = 5 +

Solucién: 1’2, —0'3
242 _ 22 — 23
r2—6 21— 22
Solucién: +v/2, +4

Resolver

Resolver 2% + 522 — 36 = 0
Solucién: £/ —9 noreal, +2

2132

8

19
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

Resolver 27z% — 922 = 0
Solucién: +£4/1/3 ,0
Resolver v3x —2—-4=0

Solucién: 6

Resolver vz +4=3—-+vVz -1

Solucién: 13/9

Resol —
esolver 5 6
Solucién: 24/19
2 30 3 1
Resol — = =——=
N T T T
Solucién: 5/46
Resolver

5 DA 1y,
6\""3)76\5s 7)7

Solucién: 5’44

Resolver 2 ++vVx —5=13 —x
Solucién: 14, 9

Resolver por todos los métodos

Jr — 2y =12
20 + 3y = —6

Solucién: = = 24/13,y = —42/13

Resolver por todos los métodos

2r+y=>5

3r+2y=9
Solucién: z =1,y =3
r—y=2x+y)
20 — 3y =0

Solucién: z =0,y =0

Resolver {

z Yy

Resolver { 2
Solucién: z = 1/2y = 3/4
x—1 y+1
5 +5=5==0
Resolver { 20ty _ Prytr2 0
3 4 -
Solucién: z = 11/7,y = —13/7

Resolver

x—2_3x—5_2x

8

9

3
z+y—-1)=z—y+1

{ 3z — (92 +y) = 5y — (22 + 9y)

dr — By +7) = by — 47

Solucion: x =6,y =8

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

20
Resolver
y=(r+2)(x—-3)
z4+y—3=0

Solucién: (3,0); (—3,6)

Resolver

{My—m—mw—$=—w
y(x —6) —z(y +9) = 54

Solucién: x = =2,y = —6

z=3 _y—4 _
Resolver { 3 2 _ g

| o~

Solucién: © = 138/7,y = 184/7

y—

3
+

,_.
<

—

gl

z—1
2
Resolver{ o1

3

—_
wlrhow

M‘

Solucién: © =1/2,y =4/3

Un examen tipo test constaba de 50 pre-
guntas. Cada pregunta acertada se va-
loré con un punto, pero cada fallo restaba
medio punto. Sabiendo que dejé sin contes-
tar 10, la puntuacion total que obtuvo un
alumno fue de 32’5 puntos, jcudntas pre-
guntas acertd?

Solucién: acerté 35

Una recta en el plano tiene de ecuacion
y = ax + b, hallar la ecuacién de la recta
que pasa por los puntos A(3,—1), B(5,2)

3z—11
2

Solucion: y =
Entre dos estantes de una libreria hay 80
libros. Si se pasan 10 libros del segundo
al primer estante, ambos tienen el mismo
nimero de libros. ;Cuédntos habfa al prin-
cipio en cada uno?.

Solucién: x = 30,y = 50
Dos niimeros suman 308 y al dividir el ma-

yor por el menor resulta de cociente 7 y de
resto 28. Calcular los dos ntimeros.

Solucion: 273, 35
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49.

50.

ol.

52.

53.

o4.

55.

Alumnos de dos grupos distintos, A y B,
realizan un mismo examen de Matemaéticas
Aplicadas a las CC. SS. II. Se sabe que la
nota media en el grupo A ha sido 4,5 puntos
y de 5,4 puntos en el B. Calcule el nime-
ro de alumnos de cada grupo, sabiendo que
los dos grupos A y B suman 72 alumnos y
que la nota media de los 72 alumnos ha sido
4,95 puntos.

Solucién: 36 alumnos grupo A y 36 alumnos grupo

B

Una factura de 410 pesos es pagada con 3
dolares y 2 libras esterlinas y otra de 2940
pesos con 10 ddlares y 20 libras. Calcular el
cambio a que estan los ddlares y las libras.

Solucién: libra: 118 pesos, ddlar: 58 pesos

La diferencia de los cuadrados de dos niime-
ros enteros es igual a 240 veces el menor y
sumando 90 unidades a la diferencia de cua-
drados es 30 veces el mayor. Hallar dichos
numeros.

Solucién: Muy aparatoso © = 27,y = 3

Al invertir el orden de las cifras de un
numero de dos digitos, este nimero queda
disminuido en 36 unidades. Hallar el nime-
ro sabiendo que dichas cifras suman 12.

Solucién: 84

Un abuelo dice a sus nietos: multiplicando
mi edad por su cuarta y su sexta parte y di-
vidiendo el producto por los 8/9 de la mis-
ma hallaréis 243 anos, jcudl es mi edad?.

Solucién: 72

Dos embarcaciones salen al mismo tiempo
para un puerto que dista 224 Km. Una de
ellas navega a 2 Km/h mas que la otra, y
llega al punto donde se dirigen 2 horas an-
tes que la otra. Halla las velocidades.

Solucién: 14
Una factura de 410 rupias es pagada con 3
dolares y 2 libras esterlinas y otra de 2940

rupias con 10 délares y 20 libras. Calcular el
cambio a que estan los ddlares y las libras.

Solucién: libra: 118 rupias, délar: 58 rupias

56.

o7.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

21

Al unir los dos puntos medios de dos la-
dos desiguales de un rectangulo se obtiene
un segmento de 50 m de longitud. Hallar el
area del rectangulo sabiendo que los lados
son entre si como 4 es a 3.

Solucién: 4800 m?

Se llena una caja de forma cibica con cu-
bitos de un cm de arista y nos sobran 272
cubitos. Se construye otra caja que tiene un
cm mas de arista y entonces nos faltan 197
cubitos. jCuéantos cubitos tenemos?.

Solucién: nimero cubitos = y, arista= x, caben z3,

y = 2000

Resolver

1 _ 1

2z—3y+6 = 3xr—2y—1

AT
r—y+4 y+2

Solucién: = = 73/7,y = 932/133

14
Resolver a) 5z — 3 < Moy

5—3x

b) 3 —2x >
Solucién:a) z > —13/4 b) © < 7/5

3r—2 1—2a 17x+1
4 2 3
3r—1_ 5—=
>
4 - =2
Solucién:a) x > —16/53 b) > —9

12z — 2—
Resolver a) r=3

4 3
3r—1 2
T T + _3

b) 2z —
) 22 L =2

Solucién:a) x < 29/28 b) x < —3

Resolver a)

b)

Y <14a

Representar el conjunto de puntos que sa-
tisfacen simultdneamente las desigualdades

r+y—3<0
z>0
y >0
z—y+2>0

Representar el conjunto de puntos que sa-
tisfacen simultaneamente las desigualdades
20 —y > —2
T—y> -2
r<1
2¢ —y <3
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64.

65.

66.

67.

68.

Resolver graficamente el sistema de inecua-
ciones:

Tty =>2

x<1/2

y<4

z—y <0

Resolver graficamente el sistema de inecua-
ciones:

Tx +2y > 14

4x 4 dy > 20

Resolver graficamente el sistema de inecua-
ciones:

12z + 5y < 120

6x + 8y < 180

5x 4+ 10y < 100

x4+y>T

x>0

y=>0

Dada la regién representada, hallar el sis-
tema de inecuaciones correspondiente.

Hallar los vértices de la solucién del siste-
ma;

2z + 5y < 10

dr —2y+14 >0

y=> -3

69.

70.

71.

72.

73.

22

=

Solucién: (=5, —3); (—25/12,17/6); (25/2, —3)

Resolver graficamente:

3z +y <5
20 — by —12 < 3
y>—4

En una fabrica de bombillas se producen
dos tipos de ellas, las de tipo normal y las
halégenas. La produccién esta limitada por
el hecho de que no pueden fabricarse al dia
més de 400 normales y 300 halégenas ni
mas de 500 en total.

a) Representar la regién del plano que
muestra las posibilidades de produccién de
cada tipo de bombillas.

b) Si se venden a 4’5 € las normales y a
6 € las halégenas estudiar que producciéon
daria el maximo beneficio.

Solucién: f(200,300) = 2700

El perimetro de un rectangulo es 90 m y su
drea 450 m?. Hallar sus dimensiones.
Solucién: 30 y 15

Hallar los puntos en que se cortan la recta

que pasa por los puntos (1,—3) y (2,4) y la
pardbola y = 222 — 4.

Solucién: (2,4), (2, 1)

Se retnen varios amigos para comprar un
balén de futbol. Cada uno de ellos debe pa-
gar 3’5 € . En el ultimo momento se reti-
ran tres y cada uno debe poner medio euro
mas. Calcular el precio del balén.

Solucién: 84 €



4. POLINOMIOS

4.1. Expresiones algebraicas. Polinomios

Una expresién que incluye operaciones con letras se llama expresién algebraica, en ella las
letras representan un nimero cualquiera.

Las expresiones del tipo 322 — 52 + 4 se llaman polinomios.

Cuando hay un solo sumando, por ejemplo 3z2, se llama monomio y cuando hay dos se llama
binomio por ejemplo 1 — 622.

Grado de un polinomio es el mayor exponente de x que aparece 3z* — 2z tiene grado 4.

4.2. Suma y producto de polinomios

Suma Ejemplo:
f(z)=1-22%+ 2 — Grado 2 B
g(z) = 222 + 3¢ —» Crado 2 f(z)+g(x) =42+ 1 — Grado 1

Producto Ejemplo:

(2z + 3)(5x — 4) = 2z(5x — 4) + 3(5x — 4) = 102? — 8z + 152 — 12 = 1022 + 72 — 12
El grado del polinomio del producto es la suma de los grados de los polinomios factores.

4.3. Divisién de polinomios

3 12

01 3

Cumpliéndose: "dividendo = divisor x cociente + resto”

43 — 222 + 92 + 1 295 —x

De la misma forma para los polinomios: —4z3 + 222
0+0+9r+1

En los numeros teniamos la divisién entera:

En los polinomios se puede dividir hasta que el resto es de menor grado que el divisor.

También: dividendo = divisor x cociente + resto, abreviadamente: D =d x QQ + R
42 =222 + 9r + 1= (222 —2) - 22+ (92 + 1)
Observamos que el grado del dividendo es igual al grado del divisor maés el grado del cociente.

4.4. Regla de Ruffini

Es un procedimiento abreviado de divisién, cuando el divisor es de la forma x — a:
Ejemplo: (223 — 322 4+ 1) : (x — 8)

2 -3 0 1
8 16 104 832

|2 13 104 [ 833

4.5. Valor numérico de un polinomio

Q = 222 + 13z + 104
R =833

Valor numérico de un polinomio para x = b es lo que resulta de sustituir en el polinomio x por

Valor numérico para z = 2 de f(x) = 523 4+ 222 — 7, es: f(2) =5-8+2-4—7=40+8 -7 =41
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Un nuimero b es raiz de un polinomio cuando el valor numérico del polinomio en b es 0, es decir,
b es raiz de f(z) cuando f(b) = 0.
Ejemplo: 2 es rafz de f(z) = 323 — 522 — 4 porque f(2) =0

Por tanto, es lo mismo decir que b es raiz del polinomio f(z), que decir que b es solucién de la
ecuacion f(z) =0.

Ejemplo:

2 es raiz de f(z) = 323 — 522 — 4, es igual que, 2 es solucién de la ecuacién 323 — 522 — 4 = 0.

4.6. Teorema del resto

El resto de dividir un polinomio por x — a es igual al valor numérico del polinomio en a, es decir,
el resto de dividir f(x) por z —a es R = f(a).

Ejemplo: f(x) = 325 4 42% — 5, dividido por z — 1
300 40 =5 4 a4

1 3 3 3 7 7 g:gzn +3z° + 3z +Tx+7 £1) =2
13 3 3 77 2

Consecuencia Si b es una raiz entera de un polinomio tiene que ser un divisor del término inde-
pendiente. Por tanto, para buscar las raices enteras de un polinomio por Ruffini, hay que probar los
divisores del término independiente.

Ejemplo: Resolver la ecuacién: 222 — 522 + 22 — 15 =0
Los divisores de —15 son £1, 43, 45,415
2 =5 2 —15
probemos z = 3 por Ruffini: 3 6 3 15
2 15 0
Como el cociente 222 + x + 5 es de 20 grado para buscar otras soluciones es mejor resolver la
ecuacién de segundo grado

—-14++v1-40

T = que no da soluciones reales

luego 3 es la unica raiz real de f(z).

4.7. Descomposicion de un polinomio en factores

Para hallar las raices y descomponer un polinomio las herramientas son: factor comun, diferencia
de cuadrados, ecuacion de segundo grado, ecuacién bicuadrada y en ultimo caso Ruffini.

En la descomposicién en factores si se han obtenido raices fraccionarias se multiplica por el
coeficiente principal:

Ejemplo: 2 es raiz de f(z) = 323 — 522 — 4 porque f(2) = 0, lo que equivale a decir:

x = 2 es solucién de la ecuacién 3z3 — 522 — 4 = 0, lo que equivale a decir:

(x — 3) es factor de la descomposicién en factores de f(z) = 323 — 52?2 — 4

Ejemplos:
1. f(z) =2 — 92 = x(2? — 3)(2® + 3) = 2(x — V3)(z + V3)(2® + 3), las raices son: 0,v/3, -3

2. En el polinomio de la ecuacién anterior la descomposicion es:

f(z) =223 — 522 + 22 — 15 = (222 + 2 + 5)(z — 3)
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3. 2* — 323 — 322 4+ Tz + 6 tiene como raices: x = —1 doble; = 2; x = 3 la descomposicién es:
ot =323 =322+ Tr + 6 = (v + 1)} (x — 2)(z — 3)

1
43ﬁ+ﬁx—2:mx+m<x—§>

Los polinomios que no se pueden descomponer son los de grado 1 y los de grado 2 sin raices
reales.

Ejemplo: Hallar un polinomio de segundo grado verificando que el coeficiente del término de
primer grado es 4, el valor numérico en 2 es 9 y el resto de dividirlo por z + 3 es igual al valor
numérico en 1.

Buscamos f(z) = az? + bz + ¢

Coeficiente de primer grado b =4

f(2) =9 luego a4 + b2 + ¢ = 9 queda 4a + 8 + ¢ = 9 resulta da + ¢ =1

f(=3) = f(1) sustituyendo a(—3)2 +b(=3) +c=a+b+c

simplificando: 9a — 12+ c=a+ 4+ ¢, 9a — 12 =a +4, 8a =16
da+c=1
8a =16
El polinomio es f(x) = 222 + 4z — 7

Resulta el sistema: { queda a = 2, 4.-24+c=1, c=—17

4.8. Fracciones algebraicas. Operaciones con fracciones algebraicas

. . . polinomio
Las fracciones algebraicas son expresiones de la forma ———— y se opera con ellas de modo
polinomio
parecido a como se hace con fracciones numéricas.
Ejemplos
3z 1—=x
» Efectuar — =
r—5 2x+1

El denominador comun es el producto de los denominadores:
3z 1—z 3az+1)—-(1—-2)(x—5) 62°+3x—(x—5—a2*+bx 62 +3z—x+5+az> b

t—5 2r4+1 (z —5)(2z +1) B (z—5)(2z +1) B (z—5)(2z +1)
722 —3x+5
(x —=5)(2x + 1)
3x+4 T
[ | Ef _— =
ectuar P )

Como el mem de los denominadores es 22 — 1 tenemos:
3x+4 r Bz+d-z(x—-1) 3v+4-2+z  —a’+dz+4

2—1 z+1 2 -1 2 -1 N 2 -1
2(x — 9)2 — 3z(z — 9
= Simplificar (z ():E — 9;1;(3: )

Se puede dividir numerador y denominador por z — 9 y resulta:
2 -9 -3z(zx—9) 2x-9) -3z 22-18-3z -—z-18

(x —9) o @=92  (@-92  (@-9)

2z
1— 22

= Resolver: 3 — =0
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3(1—2?%) -2 —372 -2z +3
efectuando queda: w = 0; e 0; —3z2—-20+3=0; 32>+
1— a2 1— 22
2z — 3 = 0 pues se anula el numerador

2+ VA+36 -2+ VA0 [ oy = =20 — /72075
- 6 6 zy = “2/10 = _1'3874

X
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Problemas de polinomios

1.

10.

11.

. Efectuar (42 — 22* + 2

. Siendo f = 322 — 5z,

Siendo f = 32% — x,
fg- >

Solucién: 9% — 32° — 122* + 72® — 22

g = 3z* — 22, hallar

. Multiplicar en linea

a) (322 —22)(1 — )
b) (522 — 223)(323 + 2x)
Solucién: a)—32% + 52% — 2z

b) —6x° + 152° — 42* + 1023

. Efectuar (52 + 223) : (22 — 32)

Solucién: Q = 5x% + 17z + 51, R = 153z

. Efectuar

(62° — 23 + 22) : (22* — )
Solucién: Q = 3z, R = —a3 + 4a?

s (22t + 23)
Solucién: Q = 22% — z — %, R = %{L‘S +z
g=2x>+2—1
Hallar f.g — ¢°

Solucién: —2z* — 112% — 522 + T — 1

[\

Efectuar

., 4
Solucién: ——

IQ
. Efectuar

axr + ay z? — 2y + vy b
b —by 22 —y? ay—a
Solucién: —

16(x —2)2 -1 -2
Efectuar 6(z ) 6z (z ) =

(z —2)4

Solucién: (wi_gé)g
Dividir (522 — 222 4 3) : (22 — 3) =

Solucién: Q = 5r — 2, R = 152 — 3

Dividir por Ruffini
(328 =522 + 7)) : (v +1) =

Solucién: @ = 32" — 32° + 325 — 32* + 323 — 322 —
2c +9,R=9

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

27

Dividir por Ruffini

(225 =322 +3) : ((x —2) =

Solucién: Q = 2z* + 42> + 822 4+ 13z + 26, R = 55
Llamando f(z), g(x) y h(z) respectivamen-

te a los dividendos de los tres problemas an-
teriores, hallar f(4), g(—1), h(2) y h(-3).

Solucién: f(4) =
55, h(—3) = —510

291,9(—1) = —9,h(2) =

Hallar un polinomio de 2° grado verifican-
do: no tiene término independiente, el valor
numérico en 3 es igual al resto de dividirlo
por z — 1, toma el valor 16 en —2.

4 1
Solucién: gcvg - —Gx

3
Hallar un polinomio de 2° grado que sea di-

visible por x — 3, que tome el valor 5 para
x = —2 y cuyo coeficiente principal sea 1.

Solucién: z? — 2z — 3
Hallar a para que la divisién siguiente sea
exacta (2% — 7ot —az? +1): (v — 2)

Solucién: —79/4

Efectuar

(220 — 25 +21) 1 (23 + 27) =

Solucién: Q = 2z® — 22 — 3z 4+ 2, R = 62 — 4x
Efectuar

(22 — %) : (223 + ) =

Solucién: Q =x —1/2, R = —a* + /2
Efectuar (6z* — 52%) : (z — 1) =
Solucién: Q =623 +62°+2x+1,R=1
Efectuar

(8z* + 223 — 322 + 2 +5): (422 —z) =
Solucién: Q = 22> +2 —1/2, R=1x/2+5

Hallar las raices del polinomio y descompo-
ner

f(z) =23 — 1222 + Tx
Solucion: 0,6 + \/@
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22. Hallar las raices del polinomio y descompo-  33. Descomponer
ner f(x) =23 — 922 + 262 — 24
_ 4 2
flz) =2 —22° +1 Solucién: (z — 2)(x — 3)(x —4)

Solucién: 41, dobles

34. Descomponer f(z) = 2z* — 42% + 2
23. Hallar las raices del polinomio y descompo- Solucién: 2(x — 1)%(z + 1)?
ner

F(z) = 32% — 10z — 51 35. Hallar las raices y descomponer

f(z) = 2z* — 422
Solucién: 222 (z — \/5) (z+ \/5)

Solucién: 3

24. Hallar las raices del polinomio y descompo-
T

ner 36. Despejar la z en: T = 27‘('\/7
g
f(z) =523 — 3722 + 642 — 20 .
Solucién: 2,5,2/5 Solucion: z = g (E)
25. Hallar las raices del polinomio y descompo- 37. Efectuar
ner Az
4 3 2 1—a?
flz)=2*—32° =32+ T +6
38. Efectuar
Solucién: 2,3, —1 doble 9072 —
— 2z
26. Hallar las raices del polinomio y descompo- r+1
ner 39. Simplificar
f(z) = 2% — 323 — 1022 + 24z 322 — b + 223
Solucién: 0, 2,-3,4 x? —
40. Efect
27. Hallar las raices y descomponer 9 xeilgar "
f(z) =23+ 222 — 52 — 6 1—22 1+
Solucién: 2, —1, —3 41. Resolver
, 2 +1
28. Hallar las raices y descomponer R 1=0
f(l’) =axt—2z Solucién: —1/2
Solucién: x(x — 1)(z? + 2 + 1) 49. Resolver
29. Descomponer f(z) = z° — 4x 24+ 2z +1 =0
3z +1
Solucién: z(z? + 2)(z + V2)(z — V?2) Solucién: -3/8
30. Descomponer f(r) = 2% —22? —x 43. Resolver
Solucién: z[z — (1 — V2)][z — (1 +v/2)] 22(2% — 2 — 2) — 22(2x — 1)

=0

(22 —z — 2)?
31. Descomponer f(z) = 22° — 18z Solucién: 0y —4

Solucién: 2x(z° + 3)(z + V3)(x — V/3)
44. Resolver

2+(2$—1)($—1)—(:E2—33+4)
f(z) = 2* — 223 — 522 + 62 (x —1)?

+ V12

3

32. Descomponer _0

., 3
Solucién: z(z — 1)(z — 3)(x + 2) Solucién:



5. FUNCIONES I

5.1. Funcidon

Una funcién transforma nimeros en numeros,
Dicho con maés precisién, una funcién es una aplicacién ! en la que el conjunto original y el
conjunto final estdan formados por ntmeros. f

Ejemplo
f: R— R
xr— flr)=2x+1
reales en los nimeros reales le asocia a cada ntimero su doble
mas uno.

Esta funcién de los ntmeros

En general una funcién se representa : y = f(x)

x es un elemento cualquiera del conjunto original, se llama variable independiente;

y representa su correspondiente imagen en el conjunto final, se llama variable dependiente.

Al conjunto de valores que toma z se le llama dominio D , es un subconjunto del conjunto
original, si no se especifica, es el mayor posible.

Ejemplos

] f+ [-1,1] —R

v = fle) =y

1

3. y=+vx+3 hadeser: t+3>0,2> -3, Dom(f)=[-3,00)

Al conjunto de valores que toma la y se le llama rango, recorrido 6 imagen, (se deduce de la
grafica).

4. Se tiene un depésito cilindrico de agua de didmetro 10 m y altura 7 m.
Expresar el volumen de agua en funcién de la altura h del agua en el
depdsito.

Solucion:

Volumen cilindro = area de la base x altura
V=rn-r2h=n-52-h=25-1-.h=~T785-h m?
El dominio de esta funcién es [0, 7].

5.2. Grafica de una funcién

Dada una funcién y = f(x) , los puntos de coordenadas (z, f(z)) representan puntos del plano,
el conjunto de ellos es la grafica de la funcién.

Laplicacién quiere decir que un ndmero no puede tener més de una imagen, por ejemplo y?> = & que equivale a
y = £z, NO ES FUNCION
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5.3. Grafica de una funcién polinémica de grado 0

Sea por ejemplo y = 3
(podemos pensar en y = 3 + 0x)

30

y=3

z|0 1 2 3
y|3 3 3 3

La gréfica de una funcién polinémica de grado cero, o sea,
y = constante, es una recta paralela al eje de abcisas

De manera parecida la representaciéon de x = —5 serd una
recta vertical

5.4. Grafica de una funcién polinémica de grado 1

La gréfica de una funcién polinémica de grado 1, o sea, y =
ax + b, es una recta que se determina hallando tnicamente
dos puntos.

'
N

e
NOR o kv e s oo

kbmm

Ejemplo: y = g +4
z|0 4
y|4 6

5.5. Grafica de una funcién polinémica de grado 2

'
N

s
NR o kN

La grafica de una funcién polinémica de grado 2, o sea, y = az? + bz + ¢, es una parabola.

Para representarla hacemos los siguientes pasos:

1. si el coeficiente de 22 es positivo es abierta hacia arriba U

si el coeficiente de z2 es negativo es abierta hacia abajo ﬂ

2. hallamos los puntos de corte con los ejes

con el eje OX se hace y = 0 y se resuelve la ecuacién de 2° grado

con el eje OY se hace x =0

—b
3. hallamos el vértice: la abcisa del vértice viene dada por x, = 5, Para hallar ¥, sustituimos
a

x, en la funcién

4. si tenemos pocos puntos para representar hallamos alguno més dando valores a la =x.

Ejemplos:
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1. y=2%—4dx
1) abierta hacia arriba
2) cortes con los ejes 1 /
con OX, y=0, resulta: 0 =22 —4 = z(z — 4) 222 Tk 1 1
con OY, 1z =0, ya hallado. -t
T| y -2
- b 4 0| 0 _
3) vértice mv:%zizz yp = f(2) = —4 41 0 _z
vértice 2 | —4
2. y=—-322-6
1 41_1 11 1) abierta hacia abajo
2) cortes con los ejes
- con OX, y=0, 0= —322—6 que no da raices reales
-3 con QY, z=0, y=-6
-b 0
- 3) vérti =—==-=0 =—6
B ) vértice x, 59 = & , Yo
. , vértice 0 | —6
interesa dar més valores: 119
—-1]-9
3. fla) =22 —22—4
1) abierta hacia arriba 4
2) Cortes con los ejes
— 0 3
y g
b+ VO —dac  2+£V4+16  2+£v20 [ 323 2
v %, - 2 T2 T\ -z '
— 2
3)vértice$v:%:§:1 i 1 2 3 4
_rt 1y
323 | 0
—-123| 0
vértice 1 -5
0 —4
-2 | 4 -

5.6. Grafica de una funcién definida a trozos

4 st <=2
flz)=< 22-22-4 si -2<x<1
20+ 1 st 1<z
En las funciones definidas a trozos hay que dar también los valores de z en que cambia de

expresion.
El primer trozo es una recta horizontal.
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El segundo es una parédbola:
y=2x2—2r—4

32

2 . . 323
x“—2x —4=0;z = (ejemplo anterior) ~ )
—1'23
5.7. Funcidon valor absoluto
T st x>0
o] = -z st <0
nota: el signo ”—"delante de una letra le cambia el signo, no dice que

sea negativa.

Ejemplos

1. Representar y = |22 — 3z + 2|
para ello representamos f(z) = 22 — 3z + 2 y luego hacemos la
simetria de la parte que queda debajo del eje de abcisas

2. Representar y = 22 + 2|z|

2242 si x>0

escribimos la funcién a trozos: y = 9 .
¢ —2x si x<0

5.8. Clasificacion de las funciones

Recordemos que una funcién transforma niimeros en nimeros.

-2 -1 1 2
-1

EMPIRICAS: (No tienen férmula.) Ej.: temperatura de un enfermo dependiendo

del tiempo transcurrido.
ANALITICAS: (Con férmula)

Trascendentes : y = e*
Algebraicas :

Irracionales : x dentro de raiz: y = vz + 4.
Racionales : x no dentro de raiz.
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. . . 1
Fraccionarias :  en denominador: y =
. T+ 3
Polinémicas : y = v/3z — 1
5.9. Operaciones con funciones
Para sumar, multiplicar, dividir, ..., dos funciones, se suman, multiplican, dividen, ..., sus

expresiones.
(f+9)(x) = f(w)+g(x)=3w—;+\/5
x) = x) = (3x — D)V
f@)=30-5 gy =va 9O f}(;y( )= B2 =9

(
(f/g)(x) = @) -z

5.10. Composicion de funciones

En la composicién de funciones a un nimero se le aplica la primera fuicién y al que resglta se
le aplica la segunda. — T~
Funcién compuesta de dos funciones es la funcién que a cada
valor de la variable independiente le asocia la imagen por la
2% funcion de la imagen de la 1 funcién.

flz)=2x; g(x) = a®
(g0 f)(z) = glf(2)] = g(22) = (22)* = 8a*

La composicién de funciones no es conmutativa.
(fog)(x) = flg(a)] = f(2®) = 22°
5.11. Funcién inversa f

Si f asocia a x su doble 2z, la funcién inversa serd f~! que asocia a z su mitad. — T~

Funcién identidad es la que a cada valor de x le asocia el mismo valor
de z.

Por eso cuando se aplica al resultado de una funcién la funcién inversa
se obtiene el mismo valor de partida como en la funcién identidad.

\f_l/
Ejemplo Comprobar que son inversas las funciones:
r—3
fry=2x+4+3, g:y=
20 +3) -3
olf(a)] = glax +3) = I3, .
efectivamente: g = f~! W@%
f: x|y g x|y y
013 3]0 y
2|7 511 -
w;\)/%
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Las graficas de dos funciones inversas son simétricas respecto a la bisec-
triz del primer cuadrante.

Si f~! es la inversa de f, f es la inversa de f~!, por eso se dice simple-
mente que son inversas.

No siempre existe funcién inversa.

Por ejemplo: f : y = 22

en la grafica vemos que si hubiera inversa para ella cada original tendria
dos imégenes y no seria funcién

Calculo de la funcién inversa Para hallar la funcién inversa, se intercambia la = con la y, luego
se despeja la .

Ejemplo Hallar la inversa de la funcién : f(z) = 20+ 3

2x 4+ 3 2y — 3
= N €T

r—1

— poaly—1)=2y+3; wy—z=2y+3 wzy—2y=z+3
z—1 y—1

Yy
r+3
—2) = 3; iy = 1
y(x—2)=x+3; [y p— ////i;;:—

5.12. Funcién creciente, decreciente, maximos y minimos

Una funcién es creciente cuando al aumentar la z entonces aumenta la dm?\
y. Grafica hacia arriba. i

Una funcién es decreciente cuando al aumentar la x entonces disminuye
la y. Gréfica hacia abajo.

absoluto

Una funcién tiene un maximo absoluto en un punto xg, si en ese punto
toma el mayor valor.

Una funcién tiene un maximo relativo en un punto x, si en ese punto
toma mayor valor que en los puntos de alrededor.

Andlogo seria para minimo absoluto y minimo relativo.
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5.13. Pendiente de una recta
3
Si consideramos la recta y = gx, en la grafica vemos que el coefi-

ciente de x :  m = — es la tangente del dngulo ¢ que forma con Y
la horizontal. 3
La recta y = gzn + 2 es la anterior subida 2 unidades hacia arriba.

3
El coeficiente de z sigue siendo el mismo m = 5= tan ¢ se llama 5 X

pendiente de la recta. Luego en general:

En la ecuacion explicita y = mx +n, el coeficiente de z m se llama
pendiente de la recta.

Ademds: m = tan ¢ es la tangente del angulo que forma con la % °
horizontal positiva OX.

Resumiendo:
Cuando la y estd despejada, el coeficiente de x es la tangente del
angulo que forma la recta con la horizontal positiva.

Las tangentes de los angulos agudos son positivas y las de los angulos /
obtusos son negativas. Luego por tanto: m >0

= Si la pendiente es positiva la recta es creciente.

= Si la pendiente es negativa la recta es decreciente. \
m < 0

Por otro lado se tiene que n es la ordenada en el origen.
Dos rectas paralelas tienen igual pendiente. \<\¢

3
Ejemplo Hallar la recta paralela a y = 5:E + 2 que pasa por el punto (4, 6)

La recta que busco sera y = 33: +n

3 18
Haciendo que pase por el punto (4,6) resulta: 6 = 34 +n, n= 5 luego la recta paralela

3 18
b d = - —
uscada es y 5ZE+ 5

M7

Ejemplo Hallar el angulo que forma con el eje de las ”x”positivas la recta 4x + Ty +5 =10
Despejando y resulta y = — .. ., luego la pendiente es m = — = tan ¢, con la calculadora

resulta ¢ : ar tan(%‘l) = —29'7% restando de 180° se obtiene ¢ = 180° — 29/70 = 150/3°

También se usa la siguiente ecuacién de la recta:

‘ Yy —yo = m(x — xp) ‘ ecuacién punto pendiente, en la que (zg,yo) son las coordenadas de un
punto
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Ejemplo Hallar la recta que pasa por el punto (—5,2) y forma con el
eje de las ”x”positivas un angulo de 120°. \

A partir del dibujo: m = tan 120° = —1/73
podemos escribir ya la ecuacién punto pendiente: y — 2 = —1'73(z + 5)

Ejemplo Hallar la recta que pasa por el punto (2,—1) y tiene la di-
reccién del vector (4,—3). Escribir sus ecuaciones explicita y general.

-3
A partir del dibujo: m = tan¢ = e

. . . -3
podemos escribir ya la ecuacién punto pendiente: y + 1 = T(az —2)

. , . —3
despejando y tenemos la explicita y = Tz + 2

Pasando todo al primer miembro e igualando a 0 tenemos la ecuacion general o implicita de
la recta.
En el ejemplo 3x +4y —2 =10

Rectas paralelas a los ejes Por su posicion especial tienen ecuaciones en las que algiin coeficiente

€S Cero y no aparece: 2

z=0 =3
y=0

recta vertical: x = 3 T T T s
-1

recta horizontal: y = —2 y=—2
2

la recta z = 0 es el eje de ordenadas. 3
-4

5.14. Funcién par y funcion impar

Una funcién f(x) es par cuando f(—x) = f(z). flea\= 1)

Ejemplo La funcién: y = 2 \/

f(—2) = (—2)? = 22 = f(x) ; sf es par. —2
La gréafica de una funcion par es simétrica respecto al eje de ordenadas.

Una funcién f(z) es impar cuando f(—z) = —f(z).
. 1
Ejemplo y=— 1
1 T 1 v=7
f(—a:):_—w:—;:—f(x), sf es impar .

La gréafica de una funcién impar es simétrica respecto al origen.

Una funcién puede no ser par ni impar.
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5.15. Limite de una funcion

Limite de una funciéon en un punto Trata del valor al que se acercan las imédgenes cuando la
variable independiente se aproxima a un cierto valor zy. Lo normal es que las imagenes se acerquen
a la imagen de xg, pero no siempre es asi.

Una funcién y = f(z) tiene por limite a L cuando x tiende a x¢ si al acercarse x a x(, entonces
la y se acerca a L. Esto se escribe : lim f(x) =L
T—TQ

que se lee: ”limite cuando x tiende a xg de f(z) es igual a L.

Ejemplos
La funcién y = 22 cuando z — 2
x| 1’9 199 1/999 4
.9 y | 361 396 399 B
Ima™=4 121 201 2001 (1
y | 441 404 4004
N
2
x? —
La funcién y = cuando z — 1
"L'_
z |09 099 0999 9 ..."
L oa?—1 y 179 1799 17999 o
lim = , , / =2
z—=2 x — 1 z | 1'17 1'01 1°001
y |21 201 2001
1

No hay limite la funcién se va a infinito: (nota: asintota es una recta a la cual se acerca la
funcién en el infinito).

Una funcién y = f(z) tiende a infinito cuando z tiende a z si al acercarse = a xg, la y se hace
enormemente grande, hay asintota vertical.

2’5 27 2'9
—11"1  —100
35 33 31
-4 —11"1 -100

kY A

|
—_
QRIR R (R
|
B
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Limite cuando z tiende a infinito: 5

, 2x—3
lim =2;
z—oo x4+ 7T 2

si es un numero hay asintota horizontal;
Andlogamente: limite cuando z tiende a —oo

Limites laterales Resultan de acercarse x a x( s6lo por uno de los lados:
Si nos acercamos con valores mayores que zg se llama limite lateral por la derecha y se escribe:

lim f(z).
fE—)ZEa’
xo P
Para la izquierda es lim f(x)
T—=T)
— zo
Ejemplos
1 1
a) lim = —00 b) I m— 1
=3 T — 3 ] z—0— T
lim = +oo 3 lim Jzl =1 -2 -1 1 2
z—3t T — 3 =0t T 1

Ejercicio Calcular dando valores el limite:
7 :L. _
Mg =

5.16. Calculo de limites de funciones

1% regla Sustituir la z por el valor al cual se acerca zp. El nimero que resulta es el limite (salvo
indeterminacién). Ejemplos :

lim 322 — 5 =7, lim 32% -5 =00
T—2 T——00
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. 3x —b5a? , 3\ 0
e =1 i:“%)(mﬂ) ==t

2¢ regla: Limite de un polinomio partido por otro polinomio

39

1. Cuando z tiende a infinito: Este limite se calcula a partir de las mayores potencias que dan el

orden del infinito.

a) Cuando el grado del numerador es menor que el del denominador el denominador es mas

potente el limite es 0.

3z -5 3-2
lim 32: = dividiendo por x = lim 1
z—oo x4 + 1 T—00 -

=0

b) Cuando el grado del numerador es igual que el del denominador son igualmente potentes

el limite es el cociente de los coeficientes de mayor grado.

p 322 -5 s . 2 p -5 3
wh_}nolo T dividiendo por z“ = xh—>Hc;lo T 7

¢) Cuando el grado del numerador es mayor que el del denominador el numerador es mas
potente el limite es oco. En este caso el signo del infinito se deduce del signo de los
coeficientes de mayor grado del numerador y del denominador.

2 1

1 T+ -

lim = o dividiendo por x = lim L
r—o00 3r — H m—)oo?,_%

= 0

2. Cuando z tiende a menos infinito es igual que cuando x tiende a infinito. Sélo hay que preo-

cuparse del signo cuando el limite resulta infinito.

a? —3c+2

Ejemplo: lim = -0

mg—oo 8.Z' — 1

3. Cuando z tiende a 0 el limite se calcula sacando factor comuin y simplificando.

Ejemplo: lim

322 -5z (0 .. x(3z—5) 3z —5
z—0 3z + 1023

0

T o502(3+1022)  3+1022 3

Ejemplo: Si sale infinito, para saber el signo, en este caso hay que hallar los limites laterales.

limﬁ— __5 — 400
a—03x+1023 | 0 |

lim 733:2_5 = _—5 = 00; lim 733:2_5 = _—5 = —00
em0- 3x+ 1023 | =0 7 e—0t 3z + 1023 | 0 [

4. Cuando z tiende a a, siendo a un numero distinto de 0, si resulta indeterminacién lo resolve-

remos por L’Hopital cuando demos derivadas.

5.17. Continuidad de funciones

Una funcién es continua cuando su grafica es continua, no da saltos.
Dicho con precisién: una funcién f(z) es continua en un punto (no aisla-
do) zg, cuando el limite de la funcién en z es igual al valor de la funcién
en xo.

2 1

es continua siempre, en cambio y = =5 es discon-

Por ejemplo: y =z =

tinua en x = 3.

En la préctica una funcién no es continua cuando el limite por la derecha
es distinto del limite por la izquierda o hay una asintota vertical.

p
/
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Problemas de funciones I

1.

10.

11.

12.

. Dada la funcién f(z) = 3.

. Hallar el dominio de a) y =

Hallar las imagenes por f(z) = 322 — 1

a) de 5; b) de —1; ¢) de h ; d) de o + h; €)

de ztd
7

Solucién: a) 74, b)2, ¢) 3h* —1, d) 3(zo+h) — 1, e)

3(=2)* -1

Hallar las
imédgenes de 0, 1/2, 2, —1 y 4. Ver de qué es
imagen: 3 y 81

. Hallar de quién es imagen por la funcién

y=ax?+2x—15
a)y=0;b)y=—-11c¢c)y=—-15
Solucién: a) 3,5, b) —1 ++/5, ¢) 0, —2

. Dada la funcién f(x) = 2> — 2z + 3, ha-

llar las expresiones: a) f(5+ h) — f(5), b)
f(xo+h) — f(zo)
2

1— 322’ b)

x
y_\/4—a:2

Solucién: a) R excepto £4/1/3, b) | —2,2[

. Se quiere construir un pozo en forma

cilindrica de 2 m de didmetro. Expresar el
volumen de agua que cabe en el pozo en
funcién de su profundidad h.

Solucién: f(z) = m.x

Representar graficamente

Jr—y=2

. Representar graficamente

dr — by —24=0

. Representar graficamente

L o
y—ZfE

Representar graficamente

— 16

Y = —22 —5x—6
Representar graficamente
y=(x—-3)(14+=z)
Representar graficamente
y=(z—=3)(5-1)

13.

14.

15.

16.

40

Representar graficamente

y =4+ 22

Representar graficamente

|

Representar graficamente

|

rz+1 para x<?2
—r+2 para x>2

20 4+1 para x < -2
22 +4zx4+4 para x> —2

Hallar la expresion de las funciones de grafi-
cas
/\
Solucién:
-2 st x<—1
a) f(z) = { 2 st —l<x

17.

r < —3

2 St
b) f(z) =< 288 si —3<x<3
—3rx+12 st 3<=x

Hallar la expresion de la funcién de gréfica:

/

/

Solucién:
7%1‘ -3 st <0
flx)=4¢ =3 si 0<x<4
%1 -7 st x>4
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0’03 euros y los demas a 0’02 euros. Dibuje-
se la funcién que da el importe del recibo,
segin los kw.h consumidos. Prepérese la
factura, salvo impuestos, de un cliente que
consumié: a) 200 kw.h; b) 700; ¢) 1.000; d)
ningtin kw.h. e) Otra compania, con la mis-
ma cuota fija, factura todos los kw a 0’03
euros. ;/Cudnto debe consumirse para que

18. Hallar la expresion de la funcién de grafica:

° los recibos de ambas companias se eleven a
la misma cantidad?
Solucién: Solucién: f(z) =
r+3 st < —1 751 si =0
_ 2,4 - st
fl@)=q —32+3 st —1<z<2 751 + 0'04x si 0<x <250
—4 st z>2 751 + 0/04,250 + 0/03(z — 250) si 250 < z < 900
7'51 4+ 0'04,250 + 0'03,650 4+ 0'02(z — 900) si 900 < z

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Sabiendo que el cambio actual del ddlar
estd a 110 rupias y que el banco cobra una
comision del 0°5%, escribir las funciones
que permiten pasar del valor actual de una
moneda a otra.

9 ., . . 0’005+
Solucién: Cambio de rupias a $, y = %%OO"’

bio de $ a rupias y = (z — 0'005x) - 110

; cam-

3—x st <3
20 — 6 st

4—x st

Representar f(x) =
d<

Representar a) f(z) = |22 — 32|, b) g(z) =
2?2 — 3|z + 2

En una maquina de calcular programable
el programa B multiplica por 2 la cantidad
introducida y le suma 1. Hallar el resultado
de aplicar 4 veces el programa B.

Solucién: B(B(B(B(x)))) = 16x + 15

Representar

20 —3 st
22 —6 si
—x—1 st

< —2
—2<x<4
T >4

fz) =

Se sabe que 210°F equivalen a 100°C y que
0% equivalen a 32°F. Hallar las funciones
lineales que dan la equivalencia de los dis-
tintos tipos de grados.

solucion: x OC. v OF. o — _ 118
Solucién: x "C, y "F, y = ax + b,y = 557 + 32

Un cliente de una compania tiene una cuo-
ta fija mensual de 7’51 euros. Los prime-
ros 250 kw.h consumidos le cuestan a 0’04
euros cada uno; los siguientes hasta 900, a

3<x<h

26.

27.

28.

Suponiendo que en una cabina telefénica
los tres primeros minutos de conferencia
cuestan 10 céntimos y otras 5 cts. por ca-
da tres minutos més o fraccién: a) ;Cuédnto
cuesta una conferencia de 7 min.? ;Y de 8
min. 30 seg.? b) Representar la funcién que
da el importe de la conferencia en funcién
del tiempo. ¢) jExiste su funcién inversa?.
d) Si han cobrado 38 cts. por una confe-
rencia jqué puedes decir del tiempo que ha
durado?

Solucién:
10 st t€]0,3]
15 si t€]3,6]

flz) = 20 si t€]6,9] f(7) = 20 cts,
25 s t€]9,12]

f(8'5) = 20 cts, no hay inversa por no ser inyec-

tiva, ha durado entre 18 y 21 minutos.

Dadas las funciones

flo) =212,
a) f.g;b) fogic) glf(@)];d) fA—g;e)
*/g

g(x) = 622 — 1. Hallar:

: ., 23 223 22
SO]U.C]OI]I a) 18z +12;, 3x—2 , b) 18\1,5 1 , C)
54z +722—1 d) — 14122 +122429 ) 9z2+12z+4

25 ’ 25 ) 15022 —25

Dadas las funciones
1

f: y=5-2x g: y= —. Hallar:
T

a) fog;b)gof;c)inversa de f;d) inversa
de g; e) graficade fy f~1
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

Dadas las funciones

5 —3x
frov=gTy
a) fog;b)imagen de 3+ h por go f;c)
inversa de f

g: y=x° Hallar:

5—3x>

N2 B}
Solucién: a) ===, b) (%fh) ,C) Z’—I;

Decir si los puntos (2, 3), (1, —1), (4, —3), (¢, 6t—

7); pertenecen a la grafica de la funcién
y = 6z — 7. Dibujar y escribir su funcién
inversa.

Representar y = |2z + 1|
Representar y = |2z — 22|

Representar y = |22 — 5z + 3|
Representar y = 222 — 5|z| + 3

Representar y = 6 — |z| — 22

Representar y = [6 — 2 — 22|

Representar y = |(z — 5)(z + 2)|

Representar y = (|z| — 5)(z + 2)

Dadas las funciones f : y = 2% g :

y = 3x + 2. Hallar: a) fog;b) fof;c)
inversa de g ; d) gréficas de g y g™+

Hallar la funcién suma de las funciones
r+4 st x<0

fz) = { 2x st 0<z 9(w) =
—x+1 s1 x<?2
3 st x> 2
5 st x <0
Solucién: (f+g)(x)=< x+1 si 0<z <2
20+3 si 2<zx

Hallar utilizando tabla de valores:

limite de y = 3z 4+ 2 cuando z — 5

Solucién:
oo @] 49 499 4999 |
Im(Bz+2) *{ y | 167 1697 161997 }’ 1

42.

43.

44.

45.

46.

47.

42

Dibujar las rectas y hallar su ecuacion
explicita:

a) Recta que pasa por el punto (5,—2) y
tiene de pendiente %

b) Recta que tiene 5 como ordenada en el

origen y forma con el eje de las ”x” positi-

vas un angulo de 53°

c) Recta que pasa por el punto (2,—4) y
tiene la direccién del vector Z = (5, —2)

d) Recta 3z — 2y — 15 =0

Hallar utilizando tabla de valores:

2 _
limite de y = cuando r — —2
Solucién:
L oxr—4
lim =
z=2 x + 2
x| =19 —1'99 —-1'999 —2/01 —2'001 | _
y| =39 =399 —3999 -4’01 —4’001 [

Hallar utilizando tabla de valores:

% — 5z + 623
3x2 — 5 — 1223°
a) lim f(z); b) lim f(z); c¢) lim f(z);
T—r—00 z—0

T—00

Dada la funcién Hallar:

Solucién: a) —1/2, b) —1/2, ¢) 1

Siendo f : y = 22 — 3z ,
L FRE R - )

h—0 h

Solucién: 1

hallar:

Hallar la interseccién de la pardbola y =
622 — 3z y la recta que pasa por los puntos
(2,0),(—1,4)
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6.1. Funcién de proporcionalidad inversa

Ejercicio: Dado un tridgngulo de 6 cm? de 4rea, representar la funcién y = f(z) donde z es la

base e y es la altura.
1
Es el caso més sencillo de funcién racional. Su gréfica es una hipérbola Y~ 3

con asintotas paralelas a los ejes

polinomio grado 1 ar +b

Tiene de ecuacién y = -
4 polinomio grado 1’ Y= 1d

Para representarla basta hallar los puntos de corte (o algtin otro punto)
v las asintotas vertical y horizontal.

, T +3 7o+ 3 o]
Ejemplo Representar y = P V=55
Puntos de corte 3 4
Con OX se hace y =0: resulta 7x +3=0 x = -
Con OY se hace x =0 : resulta y = _7 5 ]
Asintotas
asintota vertical, anulamos el denominador:
9 , , , ,
5z —2=0 x:g; —4 -2 2 4
asintota horizontal y = n, n= lim f(x)=
T—00 —92
, Tx+3 7 7
lim == Y=<
z—00 Hr — 2 ) )

Hasta ahora hemos visto funciones algebraicas que son las que resultan de operaciones con
polinomios: productos, cocientes, raices, etc. Veremos ahora funciones trascendentes.
6.2. Funcién exponencial

Es la funcién en la que la variable independiente hace el papel de exponente de una potencia
cuya base es un ntimero mayor que 0.

1\* 1
Por ejemplo y = 2%, Yy = <§> {: (0’5)9” = % = 2—90}

o
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y=a"cona>1 y=a"cona<1

Es creciente. Es decreciente.

Es continua. Es continua.

El dominio son todos los nimeros reales. El dominio son todos los niimeros reales.

El rango son todos los niimeros reales po- El rango son todos los niimeros reales po-

sitivos sin el 0. sitivos sin el 0.

limite cuando x tiende a —oo es 0. limite cuando x tiende a —oo es oo

limite cuando x tiende a 0o es oo . limite cuando x tiende a oo es 0
Observaciones:

= No hay que confundir la funcién exponencial con la funcién potencial. En la funcién exponencial
la base es constante y el exponente variable, por ejemplo 2%, y en la funciéon potencial es al
contrario, la base es variable y el exponente constante, por ejemplo z2. (También existe la
funcién potencio-exponencial x%) exponencial y = 27

= La funcién exponencial més famosa es e”.

6.3. Funcién logaritmica

La funcién logaritmica es la inversa de la funciéon exponencial.
Ejemplo: para la funcién exponencial y = 27 :

z|0 1 23 -1 -2
y=2° I I

y|1 2 48 35 3
B z|1 2 48 4+ 1L
y=logr =TT 3 o1 2

Su gréafica es por tanto simétrica de la exponen-
cial respecto a la bisectriz del primer cuadrante.
Entonces log, x quiere decir: el logaritmo en base
2 de x es el exponente al que hay que elevar el

2 para obtener z. -
-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5
Es decir la funcién logaritmica asocia a un nu- -
mero dado el exponente al que tengo que elevar .,
la base para obtener el nimero dado
-3
Observaciones: -
= Las funciones logaritmicas mas famosas son: -5
a) Logaritmo decimal, en base 10, se escribe y = logz
(logaritmo decimal de x). Es la inversa de la funcién expo- , Funcién Logarftmica
nencial y = 10*.
b) Logaritmo neperiano, en base e, se escribe y = Inz 1

(logaritmo neperiano de x). Es la inversa de la funcién ex-

ponencial y = e”.
= Como vemos en el dominio en la gréifica no existe logaritmo 1

de un nimero negativo.

= Los logaritmos sirven para bajar incégnitas de exponentes
pues: el logaritmo de una potencia es igual al exponente por 3
el logaritmo de la base. Ejemplo: In 18%% = 351n 18
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Ejemplo Resolver 3372 =15

Tomando logaritmos, el logaritmo del primer miembro sera igual al logaritmo del segundo

miembro:
In15
3% 2 =1n15, (8z-2)In3=1In15 8r—2= f—?) 8r—2 =246, 8r=246+2, =
n
0’55

= la parte entera del logaritmo decimal de un nimero nos dice de qué orden de unidades es el
numero: centenas, diezmilésimas, etc

log 8976 = 3’9 es 3 luego son miles, cuatro cifras; log 1111111111 = 9'04, diez cifras luego

son miles de millén; log 0’36 = —0'4 cero coma”, décimas; log 0'00000897 = —5'4 cinco ceros
después de la coma, millonésimas; log 0’00045 = —3'3 tres ceros después de la coma, diez-
milésimas.
Ejemplos
6x+1

1. Hallar la inversa de y = 7 — 3e

o7 gebUtl. gyl _p o byt _ T Ty ey g T

) 3 3 5 3 )

~ - _ ]

6yt De—=In—% 6ytleln—% 6yetn—% 1. =2
y 5 Oy . 6y oy

2. Hallar la inversa de y = w
1 2
€T = M; 21 = ln(gy + 2) + 7; or — 7 = ln(3y + 2); e1r1(3y—i—2) — 6290—7;

2x—T7
e -2
3y + 2= er—'?; 3y = er—7 — 2’ y=—-

10
3. (Ejercicio): Calcular lim i
z—o0 e — 1

Ejemplo Sabiendo que si la capitalizacion es continua, Cy pesetas durante t afios, a un interés del

. R
R % anual, dan como capital final C: C = Cp.e' con i = 100"
Para un capital inicial de dos millones de euros, a un interés anual del
L7% :
a) Representar el capital acumulado en funcién del tiempo.
. . e . _ 047
b) Hallar el tiempo que tarda en doblarse el capital inicial. C =207

)
a) C = 2,007t /
b) 4 = 2.e0°047¢ 9

2 = 047 tomando logaritmos: In2 = 0/047.t.Ine
In2

t= JoiT 14/747 anos ~ 14 afios y 9 meses
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Problemas de funciones I1

. Representar: y =

3—x
4x + 18
. R tar: y = ———
epresentar: y Y
3z
. Representar: y =
P y T+5

. Hallar la interseccién de la recta y = 2x+4
3z +8

6x + 2
Solucién: (—25/12, —1/6); (0, 4)

y la hipérbola y =

. El area de un triangulo rectangulo es 20
cm?. Escribir la funcién que nos da la altura
en funcién de la base. Representarla grafi-
camente. Buscar dos puntos de esta grafica
y dibujar el tridngulo en cada caso.

Solucién: y = 40/x

. Una poblacién que tenia inicialmente 4500
individuos va creciendo a un ritmo del 8a)
Cudantos individuos habré dentro de un
ano? ;Y dentro de 5 anos? b) Halla la fun-
cién que nos da el numero de individuos
segun los anos transcurridos.

. Hallar la grafica de la funcién y = logs z,
sabiendo que es la funcién inversa de y = 3%
. Deducir sus caracteristicas: dominio, cre-
cimiento, etc.

. Calcular los siguientes logaritmos:

a) log,64; b) log 100000000; c) logs 125;
d) In781'98; e) In689; f) log0'00001; g)
log 10%; h) Ine” i) In1/e

Solucién: a) 6, b) 8, ) 3, d) 6’66, e) 6’53, f) —5, g)
8,h) 7, k) —1

Resolver las siguientes ecuaciones:

1 3x—4

Solucién: z = —1/3

10.

11.

12.

13.
14.

15.

46

2/72:c+1 =392
Solucién: = = 1’24

_ 1
4-10°"72 -3 ==

2
Solucién: z = 0'3616
Hallar la inversa de: y = 2 - ¢3¥1°
» Ing -5

Solucién: y = 3

Hallar la inversa de: y =4 — 5In(3 + x)

Una empresa de componentes electronicos
sacé al mercado un nuevo microprocesador.
La proporcién P de fabricantes de ordena-
dores que lo utilizan al cabo de t anos es

P=——.
1+ C.ekt
lo utilizaban el 2%. Suponiendo que hoy, a

cuatro anos de su aparicién, lo usan ya el
50 % de los fabricantes, calcilense las cons-
tantes C y k. Después, averigiiese cuanto
tiempo deberia transcurrir para que lo usa-
ran el 90 % de los fabricantes.

En el instante ¢ = 0, sélo

Solucién: k = —0'97, C' = 49 6’27 anos

La férmula P(t) = Pye** expresa el valor
de la poblacién P(t) al cabo de t anos, pa-
ra una ciudad, con una tasa anual de cre-
cimiento K, constante. a) ;Qué significado
tiene Py? b) En 1.985, dos ciudades A y
B posefan 18’8 y 17’3 millones de habitan-
tes respectivamente. Para el ano 2.000, si se
mantienen las tasas anuales de crecimiento
de ambas ciudades, se estima que tendran
20’2 y 25’8 millones de habitantes respec-
tivamente. Hallar las tasas de crecimiento
de las ciudades A y B, y calcular el afio
en que las dos ciudades tendran la misma
poblacién.

Solucién: a) Py poblacién inicial, b) ciudad A:
P(15) = 18'8.¢"%4 = 20’2, 15.ka =In 22 ks =
0’0047, de igual modo kg = 0’026, las poblaciones

seran iguales para t = 3’81




7. DERIVADAS

7.1. Derivada de una funcién en un punto

Sea una funcidn real f(x) definimos derivada de la funcién f(x) en un punto xg como:

f/(xO) — }lllfi)l%) f(:EO + h}z _ f(xO)

cuando este limite es un ndmero.

Ejemplos

1. Hallar la derivada de y = 2> +3 enzg =5

f,(5):h,mf(5+h)—f(5):h,m(5+h)2+3—(52+3):Hmh2+10h:10
h—0 h h—0 h h—0 h
1
2. Hallar la derivada de y = enryg=>5
T+ 2
G —fG) _ smmosm o —h -l
'(5) — lfm L0 g TR R g, P
F5) = Jim H hs0 H o0 (7T + h)T 49

7.2. Interpretacion grafica de la derivada

Llamando a h incremento de x fzo +h)
f(xog+ h) — f(xo) incremento de y, resulta: #(0)
o
flao+h) — flwo) _
h
cuando h — 0 la recta secante P() tiende a la recta tangente Zo zo + h

en xg y los angulos « tienden al angulo ¢, se tiene:

f'(z0) = lim f(@o+h) = f (o) = lim tana = tan ¢ = m
h—0 h a—¢

Se llama pendiente de una recta a la tangente del angulo que
forma con el eje de las x positivas. Por tanto:

La derivada de una funcién en un punto es la pendiente de la
recta tangente en ese punto.

Por tanto la derivada de una funcién en un punto dice como crece una
funcién y lo hace midiendo la inclinacion de la recta tangente pues la
derivada es la pendiente de la recta tangente.

f(zo) =tang =m i
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Segun la derivada sea positiva o negativa la funcién sube o
baja.

Cuanto mayor es la derivada en valor absoluto mas vertical
es la grafica.

7.3. Funcidon derivada

Si una funcién y = f(z) definida en un dominio D tiene
derivada en cada punto de D resulta una funcién que se
llama funcién derivada y se representa y' = f/(x)

También se representa la funcién derivada por

dy d ,
2 = @) = (@)

Ejemplo Hallar la derivadas de la funcién: y = 2>+ 3

() = tim TEEN 2SO > —
. (x+h)?+3— (22 + 3) oy
h—0 h

y' = 2z es la funcién derivada de y = 2% + 3

Interpretacién de la derivada Por ejemplo la velocidad es rapidez de variacién del espacio con

. de
respecto al tiempo: v(t) = e

dv
La aceleracién es el ritmo de cambio de la velocidad con respecto al tiempo: a(t) = —

La velocidad de crecimiento de una poblacién de bacterias seria la variacién del nuimero de
individuos con respecto al tiempo

7.4. Cuadro de derivadas

Reglas de derivacién:

() =0 la derivada de una constante es 0
(") = n.a"! para derivar una potencia se baja el exponente y se le resta una
unidad. En particular: (z) = 1; (vz) = —= la derivada de una
2\/x
) : 1\ -1
raiz es 1 partido por dos veces la rafz; | — | = —
x x
(f+g9)=f+¢ la derivada de la suma es la suma de las derivadas
(f9) =fg+fd la derivada de un producto es la derivada del 1° por el 2 més el
19 por la derivada del 2°
(c.f) =c.f la derivada de una constante por una funcion es la constante por

la derivada de la funcién
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(

(glf (@)]" = g'lf (x)].f' (=)

i)': f'lg—fg

g g2

49

la derivada de un cociente es la derivada del numerador por el de-
nominador menos el numerador por la derivada del denominador,
partido por el denominador al cuadrado

la derivada de la funcién compuesta, funciéon de funcién, es la

derivada de la exterior en la interior, por la derivada de la interior.

Derivadas de funciones elementales:

Exponencial: (%) = e”

para otra base:

(a®) = a".La

1
Logarftmica: (Inx) = = para otra base: (log, )’ =
T z.lna
Ejemplos
1.y=2% ¢ =2
2. y=2x% ¢ =622
3. y=3z*—2x; o =122 -2
4. y = (22 - 3)(2z + 32%); v = 2x(2z + 32°) + (2% — 3)(2 + 152%)
£yl 2T 3z° (2= 152%)(Tz — 5) — (2z — 32°)7
YT T s YT (7Tx — 5)2
: -2 / 3_ =2
6. y=— ;poniendoy =z " resulta: y’ = —227° = —
x x
y = \/x; poniendo y = z'/* resulta: y NG
8. y= (22 +1)e" o =2xe®+ (2? +1)e”
9. y = /z ; poniendo: y = 21/3 resulta: y' = T
1
10. y=Tlnx; o =7—
x
) , 322 -5
11. y=(3z* =5)Inz; y =6xlnz+ .
eZB
12. y=¢e"Inz; 3y =e"lnzx + —
x
13,y = St — 3ew; S = (2023 — 3e*)(1 — x) — (5a* — 3e%)(—1)
11—z (1—x)?
4. y=(Tx —5)% o =4(Tx —5)%-7
1 2
15. y =1In(2 3); F = -2 =
y = In(2e +3); 20+3 ° 2w+3
4-(-1 —4
16. y=4In(2—z); o = (=1 _

2—x 2—=x
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17. y = e5—4x; y/ — e5—4x X (_4)

1 2 1 o2
Y= = v=ge T (o)
1 2x +3
19. y = In(z” oy = 2 =
9. y=1In(z*+3z); vy x2+3(a:+) PN
T x
-1
21. y = (2 = 52)(In(1 — z); o = (322 = 5)(In(1 — z) + (2® — 595)1 —

7.5. Recta tangente a una curva

Como la ecuacién de una recta que pasa por el punto (zg,yo) y tiene
de pendiente m es: y — yo = m(x — x9), si queremos calcular la recta

tangente a f(z) en el punto xg, serd: (20, f(20))
Yo = f(zo)
m = f'(xo)

Ejemplo Hallar la tangente a la curva y = 22 — 5z en el punto de abcisa 7.
flle)y=20-5 m=/[f(7)=9, [f(7)=14
Recta tangente y — 14 = 9(x — 7)

Integral de una funcién Integrar es lo contrario de derivar, por ejemplo la funcién: y = 2x es
la derivada de la funcién y = 22 + 7.

Ejemplo Hallar la funcién cuya segunda derivada sea f”(z) = x+3 y tiene un minimo en el punto
(2,0)

Como f"(x) = x + 3 es la derivada de un polinomio de 2° grado que a su vez lo es de uno de
grado 3; buscamos una funcién del tipo: f(z) = az® + bx? +cx +d

Derivamos: f'(z) = 3az? + 2bx + ¢

Derivamos de nuevo: f”(z) = 6ax + 2b

1
6a=1, a=-
Luego: f”(z) = 6ax + 2b = x + 3 identificando coeficientes: §
Sustituimos estos dos valores en [’y f':
3 3z?
f(l'):€+7+6$+d
32?23z x?

f'(x) 5 Te=g t3rte
Ahora imponemos la condicién de que tiene un minimo en (2,0), lo que se traduce en las condi-

ciones:
23 3.22

» Pasa por (2,0): f(2) = 0; €+ 5

4
+c'2+d:§+6+2c+d:0
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22
» En z = 2 se anula la derivada: f/(2) = 0; E—|—3'2+C:2—|—6+C:0, luego ¢ = —8

Sustituimos en la anterior:

4 4 26
S 4 6+2(-8)+d=0; d=10—- ==
3+ +2(-8) + ; ) 3 23
2
Luego el polinomio es: f(x) = %—i—% —8x+§6

7.6. Representacion grafica de funciones

Crecimiento y decrecimiento Consideremos la funcién y = f(z) en
puntos suficientemente proximos a xg.

Si f'(z) > 0 entonces la pendiente de la recta tangente es positiva luego
f es CRECIENTE en x.

ry' >0
1 creciente

Si f'(zg) < 0 entonces la pendiente de la recta tangente es negativa
luego f es DECRECIENTE en z

El crecimiento de una funcién viene dado por el signo de la
derivada

y' <0 !
decreciente !

Ejemplos Estudiar el crecimiento y decrecimiento de las funciones

zo

1. y =43 — 22
Y = 1222 — 22 = 2x(6z — 1) que se anula para = 0,z = 1/6, queremos saber cuando es
positiva o negativa 1/, esos son los los valores que delimitan cambio de signo en la ¥/;
x 0 L
Probamos por ejemplo los valores de z : —1,0'1, 10 Y + - +
Y S N\ S
(z —3)?
2. y=—+
A
, 2(x—=3).(1—2%) — (z—3)%(—22) —223+62%+22—6+223— 1222 + 18z —622+ 20z — 6
y = = =

(1—a2) (1—a2p (1—a2p
queremos saber cuando es positiva o negativa para ello hallamos los valores que delimitan
cambio de signo en la y’:

Anulamos el numerador:

—622+200—6=0

9 20+ +/40 — 144 20+ 256 20+£ 16 3
6 —20c +6=0 x= = = =93
12 12 12 3
T 1 3
(el denominador por tener exponente par es siempre positivo) ¢/’ — + —
Y e / N\

Ejemplo a) Representar la funcién polinémica: y = 12z — z3

Como es un polinomio basta con los puntos de corte y el crecimiento

1. Puntos de corte:
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con QY :z =0, resulta y =0
con OX :y =0, resulta z = 0,z = &/12 = 3’46

2. Extremos y crecimiento: v/ = 12 — 322, se anula para
r=-2,x=2

T -2 2

T + -

y hY / pY

Sustituyendo en la funcién:
f(=2) = —16 ”grande negativo”,  f(2) = 16 "grande posi-
tivo”

Como ejercicio dibujar la gréfica.

T +3
Ej lo b) La funcié ional: y = ————
jemplo b) La funcién racional: y PR
3
Puntos de corte: con OY : z = 0, resulta y = 5
con OX :y =0, ha de ser cero el numerador: x + 3 = 0; resulta z = —3

Asintotas:

verticales: Vemos donde se anula el denominador:

22 — 37+ 2 =0; ZE:{;
horizontales y = n; n = lim (fz) = Ii TS _ ) asiutota y = 0
OI‘lZODaeSZ/—'I’L,TL—ml_)I{.lO X —xl_ggom— asimtota Yy =

Extremos y crecimiento:
,  —x?—6x+11

N PR

f'(x) =0 para —2% — 62 +11 =0

—6+v36+44 —6+£80 —6i8’94_{ 147

22+6x—-11=0 z= _

2 2 2 —747
Probamos por ejemplo el valor de x =0
x —7'47 147
y | - + -
y N\ / hY
MIN MAX
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x+ 3

z2 — 3z + 2

-12-11-10 -9 -8 -7 —6 —5 —4 -3 -2 -1

93
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Problemas de derivadas

1. Aplicando la definicién de derivada de una 13 flz) = 6 _ T+
funcién en un punto, escribe la derivada de T

i6n: f(z) — 8
la funcién y = 2> +3enxz =7 Solucién: f'(z) = 35 +1

2

_ 3z?+6z—1
B 5
Solucién: f'(z) = %£t8

15. f(x) = (5a* — 2)(z* — x)
Solucién: f'(x) = 302° — 25" — 4z + 2

2. Aplicando la definicién de derivada de una 14, f(z)
funcién en un punto, escribe la derivada de

la funcién y = — en x = 3
x

3. Aplicando la definicién de derivada de una
funcién en un punto, escribe la derivada de

la funcién y = 322 + 7 en = 10 16. f(z) =3Vx

Solucién: f(z) = 52
4. Aplicando la definicién de derivada de una Solucién: f'(2) = 7.7
funcién en un punto, escribe la derivada de 3+ 2%
., 2 + 1 17. f(x) =
la funcién y = enx =6 2 +5
r—3 iz / 42341522410

Solucién: f'(z) = o

5. Aplicando la definicién de derivada de una ,
X
funcién en un punto, escribe la derivada en 18- f(xz) =35-10
x = 3 de la funcién f(z) = 42 — 22. Ha- 19. f(z)=2° —3°
llar la recta tangente en x = 3. Representar

4 3
graficamente. 2. f(z) = 3z° +2x —1
’ T 9.3 _ 2
Solucién: y = —2x + 9 5 3z x4+ 5
Solucién:
6. Aplicando la definicién de derivada de una F(z) = (s)z2+2)(31371(23f§>7ﬂ<23i.‘; ;217 1) (022 —22)

funcioén en un punto, escribe la derivada en )
x = 3 de la funcién f(z) = 522 — = + 2. 21. f(z) = 227 -3z 9
Hallar la recta tangente en x = 3. x—4

sy (4z—3)(z—4)— (22> —3z)
Solucién: f'(3) =29; y = 29x — 43 Solucién: f'(z) = (x—4)2 —2

7. Hallar la funcion derivada de la funcién del 22. f(x) = 8logyx
problema anterior aplicando la definicién. 93 flz)=z.Inz

Solucién: f'(z) = 10z — 1
() Solucién: f'(z) =Inz + Z=14+Inz

8. Aplif:fmdo la definicion d? derivadzli de una 2. f(z) =3¢ Ina
funcién en un punto, escribe la derivada de

f(x) =2 enx=1 Solucién: f'(z) = 3e” Inz + 3,6;1:
x4l - -
25. f(x) = xe®
En los siguientes el enunciado es galcular la o i i
derivada’: Solucién: f'(x) = e® + x.e”
26. = e
9. f(x) =322 — 5241 6. f@) =235
3 Solucién: f'(x) = %:;I
Ve 27. y = 345
11. f(z) = (52° + 6z)(42® — 5) Solucién: y' = (AR Ge 0.
12. f(x) = > 28. Hallar la derivada de y = < en x =2
. xr) = ? . 32

2

Solucién: f'(z) = 15 Solucién: f'(2) = —&
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

42? — 5z
f(z) = m
Solucién: ['(x) = Er=Aan) (e —5e) (32 741)
y = o3
y = In(z — 2?)

2—=x

0=
La poblacién de una cierta colonia de in-

sectos crece de acuerdo con la férmula

y = 1,000 — 1,000(¢t+ 1) donde t es el tiem-
po en meses e y es el nimero de individuos
de la poblacion. Calcular la velocidad de
crecimiento de la poblacién a los doce me-
ses.

Solucién: =~ 69,1036

5r — 15

Calcular la derivada de y = simpli-

ficando el resultado al maximo. Interpretar
el resultado.

Solucién: 0, es constante

Hallar la ecuacién de la tangente a la curva
223 4+ 9
4z 41

Gdne 4 25 _ 116,
Solucién: y — ¥ = L (z —2)

Y= en el punto de abcisa 2.

Hallar la recta tangente de una funcién en
el punto que se indica:

a)y=xze “enz=1
b)y:2:veg”2 enx =2

Solucién: a) y — e ' =
18e*(z — 2)

0(x — 1) b) y — 4e* =

Hallar la recta tangente de una funcién en
el punto que se indica:

a)y=e’lnzenz=2
b)y=2*+e*+2enz=1

Solucién: a) y — 509 = 8'78(x — 2) b) y — (2" +
e’ 4+2) = (-2 —2?)(z-1)

Hallar la recta tangente a: y = 2> — 3z en
x = 4. Hacer representacién grafica.

Solucién: y — 4 = 5(x — 4)

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

95

De la funcién f(x) = ax?® + bx + ¢ se sabe
que que su grafica tiene un minimo en (2, 3)
y que corta al eje de ordenadas en y = 7,
;,Cuanto vale la funciéon en z = 57

Solucién: x* — 4z + 7, f(5) = 12

El nimero de miembros de una pefnia de-
portiva fundada en 1993 es x anos después
de su fundacién:

1
f(z) = —g(x?’ — 92% + 24x — 48)

a) (En qué ano tuvo el méximo nimero de
miembros entre 1993 y 19987

b) {Cudl es la tendencia actual en 1998,
creciente o decreciente?

c¢) ¢(Llegara a quedarse sin socios?

Halla una funcién polinémica de segundo
grado sabiendo que el coeficiente principal
es 1, pasa por el punto P(1,0) y que la pen-
diente de la recta tangente en el punto de
abcisa x =2 es 7.

Halla el punto de la grafica de la funcién
f(z) =42 — 3z 4 5 en el que la recta tan-
gente es paralela a la bisectriz del segundo
cuadrante.

Solucién: (1/4,18/4)

Encuentra una ecuacion polinémica de se-
gundo grado sabiendo que pasa por el pun-
to P(—1,6) y que tiene un minimo en

Q(2,-3).

Solucién: f(x) = 2° — 4z + 1

Sean las funciones f(z) = 42 — 2% y g(z) =
z.

a) Represéntalas graficamente.

b) Encuentra un punto de la gréfica de la
funcién f en el que la recta tangente sea
paralela a la grafica de la funcion g.

Solucién: z = 3/2

La figura siguiente y = = + 1 es la deriva-
da de una funcién f continua en R. Esboza
una posible gréafica de funcién f.
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46.

47.

48.

49.

50.

ol.

52.

\]

Calcula los valores de a, b y ¢ sabiendo
que la funcién f(z) = ax® + bz + ¢ pasa
por los puntos (1,0) y (0,—2) y presenta

un maximo relativo cuando z = %

Solucién: f(z) = —z° + 3z — 2

Sea la funcién f(z) = 22 — 6z + 5. Calcula
en qué punto de la grafica la recta tangente
tiene de pendiente 2.

La figura siguiente representa la grafica de
la derivada de una funcién f continua en R.
Deduce a partir de ella su gréfica sabiendo
que pasa por el punto A(—2,2).

31\

b
>

Al vender un producto a un precio = entre
40 y 650 € , el beneficio es y = —x? +

100z — 2100 € . Obtén razonadamente el
precio de x que hace maximo el valor de y.

Con un alambre de 4 metros se quiere
construir borde de un rectangulo de area
maxima. ;Qué dimensiones hay que dar al
rectangulo?

Descomponer el nimero 18 como suma de
dos n meros positivos, de manera que el
producto de uno de ellos por el cuadrado
del otro sea maximo.

Halla el area del tridngulo rectangulo de
area maxima que tenga 10 m de hipotenu-
sa.

53.

54.

55.

56.

o7.

58.

o6

Solucién: 25 m?

Se desea comprar un terreno rectangular
de 400 m? de superficie. ;Cudles serdn las
dimensiones mas convenientes para que la
construcciéon de la cerca resulte lo més
econdmica posible?

De todos los pares = e y de niimeros reales
positivos cuya suma sea 30, determina el
par (z,y) cuy producto P = x -y es méxi-
mo.

Solucién: (15,15)

Obtén el area de un rectangulo inscrito en
una circunferencia de radio 2 en funcién de
la base x del rectangulo. Representa la fun-
cién area obtenida deduce de su derivada
dénde es creciente o decreciente, asi como
cudl es el rectangulo de drea maxima ins-
crito en dicha circunferencia.

Halla los intervalos de crecimiento y decre-
cimiento asi como los posibles extremos re-
lativos de las funciones siguientes. Esboza
también una gréafica de dichas funciones.

a) f(z) =323+ 2z
b) f(z) =3z — a3
c) f(z)=2r —a?
d) f(z) =2* — 222
T
) Jla) =
2
T
f =
) f@) =
Halla a, b y c¢ sabiendo que la funcién

f(z) = 23 + ax?® + bx + ¢ pasa por (-1, 0) y
tiene un maximo en (0, 4).

Solucién: —3z2% + 4

Una poblacién de 100 millones de bacterias
estd siendo tratada para su eliminacién y
se sabe que la poblacién p en millones en el
instante ¢ (en dias) es p(t) = 100 — ¢2.

a) Halla su tasa de variacién entre los dias
t=1yt=2.

b) (Cudl es la velocidad de decrecimiento
de la poblacién en t = 37
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59.

60.

61.

62.

63.

Se ha trazado la recta tangente a la grafi-
ca de la funcién f(z) = 2 y se sabe que
su pendiente es 3 y que pasa por el punto
(0, —2). Halla el punto de tangencia.

Encuentra las funciones polinémicas

f(x) = az®+bx?+cx+d cuya segunda deri-
vada sea z—1. ;Cudl o cudles de ellas tienen

1
un minimo relativo en el punto (4, —g) ?

3 2
T T

solucién: — — — — 4x + 1

Solucién 6 5 r+ 13

Supongamos que el rendimiento r de un
alumno en un examen de una hora viene
dado por r = 300¢(1 — t), donde O <t <1
es el tiempo en horas. Se pide:

a) (En qué momentos aumenta o disminu-
ye el rendimiento?

b) (En qué momentos el rendimiento es nu-
lo?

c¢) ;Cuéando se obtiene el mayor rendimien-
to y cudl es?
Solucién: 1/2,0 — 1,75

Un trabajador experimentado de una fabri-
ca de juguetes puede montar un maximo
de 100 juguetes diariamente. Si un trabaja-
dor sin experiencia ocupa su lugar, se esti-
ma que el nimero de juguetes que diaria-
mente puede producir al cabo de x dias es
P(z) = 100(1 — e~**), siendo k una cons-
tante que depende de cada individuo.

a) Obtén el valor de la constante k para
un trabajador novato que es capaz de
montar 50 juguetes con sélo un dia de
entrenamiento.

64.

65.

66.

67.

o7

b) ¢ Cuéntos juguetes montara el cuarto dia
de entrenamiento?

c) Obtén el valor de la derivada de P(x)
enz =1yen x =2 Comenta los va-
lores obtenidos en la relacién a la velo-
cidad de aprendizaje de este trabajador
sin experiencia.

16

Seala funcin f(2) = 57—

a) Determina su dominio de existencia y
sus intervalos de crecimiento y decreci-
miento.

b) Calcula sus asintotas y extremos.

c) Representa graficamente la funcién.

x2

Sea la funcién f(x) = m

a) Determina su dominio de existencia y
sus intervalos de crecimiento y decreci-
miento.

b) Calcula sus asintotas y extremos.

c) Representa graficamente la funcién.

1
Calcula la derivada de y = — y justifica si
x

esa funcién es creciente o decreciente en el
intervalo [1, 7].

Se define la funcién f(z) =z — g Se pide:

a) Determinar k para que dicha funcién
tenga un maximo para r = —1.

b) Dibuja la grafica de la funcién f para el
valor de k hallado en el apartado ante-
rior.



8. PROBABILIDAD

8.1. Introduccién

Fenémeno aleatorio es aquel en el cual es imposible predecir el resultado en cada realizacién u
observacién; ej: lanzar una moneda, extraer una carta de una baraja, nimero de nacimientos de una
ciudad en un mes, etc.

Calculo de probabilidades es el modelo tedrico de las regularidades que se observan en los
resultados de los fenémenos aleatorios cuando crece el nimero de pruebas.

8.2. Sucesos

El conjunto de todos los resultados asociados a un experimento aleatorio se llama espacio
muestral y se suele representar por F
<
Ejemplo Escribir el espacio muestral del lanzamiento de una moneda c +
tres veces a) por extensién, b) mediante diagrama en arbol. n < ¢
a) E = {ccc,cc+,c+ ¢, +cc,c + +, +ct+,+ + ¢, + + +} 2 +

Suceso es todo subconjunto del espacio muestral. Por ejemplo, en el . < c
experimento lanzar un dado F = {1,2,3,4,5,6}, son sucesos "salir par”, +

”salir menos de 3”. c
_|_
<,

Se dice que un suceso se ha verificado cuando al realizar la experiencia aleatoria correspondiente,
el resultado es uno de los elementos de ese suceso. Si al tirar el dado sale un 6 se han verificado,
entre otros, los sucesos {6}, {salir par}, {5,6}, E.

+

Los sucesos formados por un solo elemento se llaman sucesos elementales, por ejemplo {6}.
El espacio muestral se llama también suceso seguro, el suceso () se llama suceso imposible.

Hemos considerado los sucesos como conjuntos, por tanto hablaremos de:

inclusién C: A C B (se lee A contenido en B), si todos los elementos de A estdn en B
unién U: AU B se forma juntando los elementos de A y de B

intersecciéon N: AN B estd formado por los elementos comunes a los dos
complementario A: los elementos restantes que no estin en A.

Existen también denominaciones propias del lenguaje de sucesos:

A C Bes A= B (se lee A implica B), la verificacién del suceso A implica la del suceso B; €]
A = salir miltiplo de 3, B = salir méas de 2.

AU B se verifica el suceso A o el suceso B, se verifica al menos uno de los dos

AN B se verifica el suceso Ay el suceso B

El complementario A del suceso A se llama suceso contrario.

Dos sucesos disjuntos, sin ningiin elemento comtin: A N B = () se llaman incompatibles.

Ejercicio FEn el lanzamiento de un dado ver como se relacionan los sucesos:

» A= "salir més de dos”
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= B= "salir multiplo de tres”
s C= 7salir nimero primo”

s D="sgalir multiplo de cuatro”

8.3. Frecuencia de un suceso

Prueba es cada realizaciéon de un experimento aleatorio. Sea un experimento aleatorio del que
se han realizado IV pruebas. Si el suceso A aparece n veces se dice que en la referida muestra de N

pruebas la frecuencia relativa del suceso A es fr(A4) = %

Ejercicio En el lanzamiento de un dado veinte veces se obtiene el siguiente resultado:
1,3,1,4,6,5,3,4,2,3,5,1,4,3,2,1,3,2,4,6
Considerando los sucesos:
= A= "salir mds de dos”
= B= "salir multiplo de tres”
s C= 7salir nimero primo”

s D="sgalir multiplo de cuatro”

Hallar:
= fr(C) =
n (D)
» fr(CUD) =
» fr(CND)=

Observamos que: (podemos pensar en el lanzamiento 20 veces de un dado: A =salir par)

1) La frecuencia relativa de un suceso estd comprendida entre 0 y 1.

2) La frecuencia relativa del suceso seguro es 1.

3) La frecuencia relativa de la unién de dos sucesos incompatibles es la suma de las respectivas
frecuencias: siANB =0, fr(AUB)= fr(A)+ fr(B)

Por otro lado si por ejemplo se lanza una moneda 50 veces y salen 28 caras, no tiene por
qué ocurrir que al repetir las 50 tiradas vuelvan a salir 28 caras, o sea, las frecuencias relativas
suelen variar en cada serie de pruebas.

No obstante al aumentar el nimero de pruebas se tiene el siguiente resultado practico llamado
ley del azar: las frecuencias relativas de los sucesos tienden a estabilizarse alrededor de ciertos
numeros, a estos nuimeros se les suele llamar probabilidad de los respectivos sucesos.
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8.4. Probabilidad

Es el modelo tedrico de las frecuencias relativas. Por tanto la probabilidad de un suceso es un
numero entre 0 y 1 y cumple las condiciones:

1) p(E) = 1, la probabilidad del suceso seguro es 1.

2) dados A, B sucesos incompatibles : p(A U B) = p(A) + p(B), es decir la probabilidad de la
union de sucesos incompatibles es la suma de las probabilidades.

Probabilidad de Laplace es la que asigna a cada suceso elemental la misma probabilidad, por

1
tanto la probabilidad de un suceso elemental es N siendo NN el niimero de sucesos elementales.

Entonces si el suceso A es la unién de n sucesos elementales tendremos:

casos favorables

n
A)=— t lab A) =
p(4) N 0 en otras palabras p(A) casos posibles

Por ejemplo en la extracciéon de una carta de una baraja espafniola, la probabilidad de que salga

un basto es p(B) = 0

Probabilidad estimada, empirica o a posteriori de un suceso es la frecuencia relativa de la
aparicién del suceso cuando el nimero de observaciones es muy grande.

Por ejemplo a la vista de la produccién de un gran nimero de piezas, una fabrica encuentra que
el 20% de los cerrojos producidos por una determinada maquina son defectuosos para unos ciertos
requerimientos. Parece 16gico asignar una probabilidad 0’2 de obtener un cerrojo defectuoso.

Ejercicio Se hacen 20 extracciones con devolucién de una baraja espafiola, con el resultado (para
bastos, copas, oros, espadas; usamos las abreviaturas: ba, co, or, es; para caballo cab, para sota sot)

7 co, rey co, sot es, 4 ba, rey or, cab co, sot es, 5 es, cab or, sot es, as es, rey or, 2 or, 6 ba, as
es, sot ba, sot or, 6 ba, 2 co, sot co

Hallar las frecuencias relativas de los sucesos:

s O= "galir oros”

s A= "salir més de 3”

= 7salir basto o figura”

= 7salir basto y figura”= "salir figura de bastos”

Propiedades de una probabilidad:

Se deducen de las condiciones de la definicién de probabi-

lidad. Al lanzar un dado podemos pensar en A = ”salir
impar”, B = ”salir multiplo de 3”

1. La probabilidad del suceso imposible es 0: p(f)) = 0,

2. Para el suceso complementario se cumple:

p(A) =1 —p(A)

3. Para la unién de dos sucesos cualesquiera se tiene:

p(AUB) =p(A) +p(B) —p(AN B)
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Ejemplos

1. Hallar la probabilidad de que salga bastos o figura al sacar una carta de una baraja espanola
(40 cartas).

10
salir bastos, p(A) 0
. 12
B = salir figura (sota, caballo, rey), p(B) = 0

AN B salir bastos y figura, o sea figura de bastos, p(AN B) = %

10 12 3 19
p(AUB) =p(A) +p(B) —p(AN B) 07710 10 10

2. En una ciudad el 60 % de personas llevan gafas, el 30 % fuman y el 10 % fuman y llevan gafas.
Se elige una persona al azar. Hallar la probabilidad de que ni fume ni lleve gafas.

En problemas de este tipo se entiende que el tltimo es la interseccién, por tanto que el 10 %
estd incluido en los anteriores.

G = llevar gafas, p(G) = 0’6
F = fumar, p(F) =03
G N F llevar gafas y fumar, p(GN F) =01
Nos piden la probabilidad de que ni fume ni lleve gafas, eso es lo contrario de la unién:
p(GUF)=p(GQ) +p(F)—p(GNF)=06+03-01=08
p( ni fume ni lleve gafas ) = 1 — 0’8 = 02
3. Una urna contiene 25 bolas blancas de madera, 36 blancas de cristal, 39 bolas rojas en total,
y 32 de madera en total.
a) Hallar el nimero total de bolas.
Si se elige al azar una bola:
b) {Cudl es la probabilidad de que sea blanca?.
¢) {Cuadl es la probabilidad de que sea roja y de madera?.

d) {Cuél es la probabilidad de que sea blanca o de cristal?.

rojas | blancas
madera 7 25 32
a) Completamos el cuadro: ristal 39 36 63
| 39 | 61 | 100

Consideremos los sucesos B = extraer bola blanca, M = extraer bola de madera, R = extraer
bola roja. Entonces:

b) p(B) = 61/100 = 0'61
¢) p(RNM)=17/100 = 0/'07
d) p(BUC) =p(B) +p(C) —p(BNC) =093
4. Una caja contiene 10 piezas, de las cuales 4 son defectuosas.

I) Hallar la probabilidad de extraer dos defectuosas consecutivas

a) sin devolver la primera.
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b) devolviendo la primera.
IT) Sin devolver la primera, hallar la probabilidad de obtener una de cada tipo.
A = extraer pieza defectuosa ; B = extraer pieza no defectuosa

I) Para hallar la probabilidad de una rama se multiplican las probabilidades de la rama:

a) Sin devolucién, sucesos dependientes va cam- b) Con devolucién, sucesos independien-
biando la probabilidad: tes: 4 4 1
4 3 2
_*9°2_ 4 A A =
p(Arde) = 5.5 = 15 P(Aide) = 1595 = 35

3/9- A 4/10- A

®4 OA%B ®4 OA%B
A A

B B

IT) Como es la unién de varias ramas, se suman las probabilidades de las ramas favorables:

24

4/10
. 4 6 6 4
{ {A% p(una de cada tipo) = 109 + 00 1

Observaciones:

1

< . . c -
1. En la extracciéon de, por ejemplo, dos bolas de una urna es lo mismo:
extraccién simultanea de las dos, que extracciones sucesivas sin devolu-

[\

cién.

2. Experimentos independientes simultaneos es situacién anédloga a extrac-
cién sucesiva con devolucién, esto permite utilizar diagrama en arbol.
Por ejemplo se lanza un dado y una moneda.

N = O Ot

ot

Ejemplo En una bolsa hay 2 bolas blancas y 3 negras. Hacemos una extraccion de tres bolas.
Hallar la probabilidad de que dos de ellas sean blancas.
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B
v
B
B —
N
N
B —

B
N< v
N<N

Solucién: el 20 %

p(dos blancas) =

63
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Problemas de probabilidad

1. Escribir el espacio muestral correspondien- una palabra de ella, hallar la probabilidad

te al lanzamiento de un dado dos veces. a)
Mediante diagrama en érbol. b) Por exten-
sion.

Solucién: a) 1/3, b) 5/6

. Dada la frase: .Algunos de los que no estu-
dian, también aprueban”, elegimos al azar

de que tenga tres letras.

Solucién: 1/4

. ) ) 7. Un ladrén tiene 7 llaves maestras y quiere
. Escribir el espacio muestral correspondlen- abrir una puerta que sélo la abren dos de
te a la suma de puntos.en el lan.zamlento de ellas; como tiene prisa, elige al azar una de
un dado dos veces. ;Tiene la misma proba- las llaves. Hallar la probabilidad de que no
bilidad el 8 que el 37. abra la puerta.
. Sea han hecho 50 lanzamientos de un dado Solucién: 5/7
con los siguientes resultados:
8. Una urna contiene 4 bolas blancas numera-
1 56 6 3 das del 1 al 4, 6 negras numeradas del 5 al
2256 4 10 y 10 rojas numeradas del 11 al 20. Se ex-
123 4 2 trae una al azar. Hallar: a) Probabilidad de
3 6 5 6 5 que sea roja o blanca. b) Probabilidad de
5 3 5 6 3 que sea negra y numero par. ¢) Probabili-
2 16 12 dad de que sea roja y miltiplo de 3. d) Pro-
5 6 2 5 4 babilidad de que sea negra o nimero par.
4 3 4 5 4
1 6 4 3 4 Solucién: a) 0’7 b) 3/20 ¢) 0’15 d) d) 13/20
46 351 9. Si dos sucesos ligados a una experiencia
Hallar las frecuencias de los siguientes su- aleatoria tienen la misma probabilidad y
Ceso0s: los sucesos elementales son equiprobables,
a) Salir 4. jpuede deducirse que ambos sucesos son
. iguales? Razona la respuesta.
b) Salir par.
¢) Salir nimero primo. 10. Se juega a una ruleta numerada de 1 al 100
Solucion: hallar: a) Probabilidad de que el ndmero
1 6 que salga sea multiplo de 10. b) Probabili-
2 7 dad de que el nimero que salga sea multi-
3 8 plo de 2 y de 11. ¢) Probabilidad de que el
4 190 numero que salga sea divisor de 99.
g 10 Solucién: a) 0’1 b) 0°04 ¢) 0’06
. En una ciudad el 30% de personas llevan  11. En una urna hay 3 bolas blancas, 4 negras,
gafas y el 70 % fuman. Se elige una perso- 5 rojas y 6 azules. Hallar: a) Probabilidad
na al azar. Hallar: a) Probabilidad de que de que al sacar una bola sea azul. b) Pro-
fume. b) Probabilidad de que lleve gafas. babilidad de que al sacar dos bolas sean
Solucién: a) 07 b) 0’3 blancas. ¢) Probabilidad de que al sacar dos
bolas sean, la primera negra y la segunda
. Se tiran un dado y una moneda. Hallar la roja.
probabilidad de obtener a) cruz y nimero Solucién: a) 0°3333 b) 0’0196 ¢) 0°0653
primo, b) cruz o nimero primo.
12. Hallar la probabilidad de que al sacar dos

cartas de una baraja espanola: a) sean 2
oros, sin devolver la primera carta. b) sean
2 figuras, devolviendo la primera carta.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

Solucién: a) 0°057 b) 0°09

En una clase mixta hay 30 alumnas; 15 es-
tudiantes repiten curso de los que 10 son
alumnos y hay 15 alumnos que no repiten
curso. a) Justificar que el nimero de estu-
diantes de esa clase es 55. b) Si se elige al
azar un estudiante de esa clase: by) ;Cuél es
la probabilidad de sea alumno?. bg) ;Cuél
es la probabilidad de que repita curso y sea
alumna?. c¢) Si se eligen dos estudiantes al
azar jcudl es la probabilidad de que nin-
guno repita curso?.

Solucién: b1 0’45, be 0°09, ¢) 0’52

La caja C; contiene 5 fichas azules y 3 ro-
jas, la caja Cqy contiene 4 fichas azules y 6
rojas. Se traslada una ficha de la caja C;
a la caja Cg; a continuacion se extrae una
ficha de Csq. ;Cuadl es la probabilidad de que
la ficha extraida sea roja?.

Solucién: p(roja extraccién 2 caja) = 51/88

Se lanzan simultdneamente tres monedas al
aire. ;Cudl es la probabilidad de que todas
queden en el suelo del mismo modo?.

Solucién: p(c) + p(+) =1/4

Se extraen 3 cartas de una baraja espanola
(40 cartas). Hallar la probabilidad de que
sean 3 bastos; a) sin reemplazamiento; b)
con reemplazamiento.

Solucién: a) P[(1B) N (2B) N (3B)] =
10/40,9/39,8/38 = 0012 , b) P[(1B) N (2B) N
(3B)] = 10,/40,10/40,10/40 = 0’015

De una baraja de 40 cartas se toman dos.
Hallar la probabilidad: a) De que las dos
sean oros. b) De que las dos sean espadas o
figuras. ¢) Al menos una sea sea bastos.

Solucién: a) p(OO) = 10/40,9/39 = 0’0576, b)
X salir espadas o figura p(XX) = 19/40,18/39 =
021, ¢) arbol p(almenosunbasto) = 0’442

Se lanzan 6 monedas simultdneamente. Cal-
cular la probabilidad de que al menos salga
una cara.

Solucién: 0’984

19.

20.

21.

22.

23.

65

Consideremos la baraja espanola (40 car-
tas). Extraemos una carta al azar, miramos
de que palo es y la devolvemos a la baraja.
Repetimos la misma operacién cuatro veces
seguidas. Se pide: a) Probabilidad de haber
sacado dos veces solamente una carta de
oros. b) Probabilidad de haber sacado més
de dos cartas de bastos. ¢) Hallar las pro-
babilidades en los dos casos anteriores en el
supuesto de que no devolvemos las cartas
en cada extraccion.

Solucién: a) 6(10/40)%(30/40)%, b) (10/40)* +
4(10/40)(30/40), ¢) ca = p(20ros) = 632 23029

40 39 38 37
109 8 7 10 9 8 30

¢y = p(3odbastos) = 153535 37 +

40 39 38 37

Tres cajas tienen las siguientes composicio-
nes: A = 5 bolas blancas y 2 negras, B =
7 bolas blancas y 1 negra y C = 2 bolas
blancas y 8 negras. Se escoge al azar una
caja y se extraen dos bolas sin reemplaza-
miento. Calcula la probabilidad de que las
bolas sean del mismo color.

Solucién: 1/3(11/21 + 3/4 4 29/45) = 0/6394

Dos ninos escriben en un papel una vocal.
;,Cual es la probabilidad de que escriban la
misma vocal?

Solucién: 5% =02

En una asignatura se ha decidido aprobar
a aquellos que superen uno de los dos par-
ciales. Con este criterio aprobd el 80 %, sa-
biendo que el primer parcial lo superé el
60 % y el segundo el 50 % ;Cual hubiese si-
do el porcentaje de aprobados, si se hubiese
exigido superar ambos parciales?

Solucién 30 %

Segtin un cierto estudio, el 40 % de los hoga-
res europeos tienen contratado el acceso a
internet, el 33 % tiene contratada la televi-
sién por cable, y el 20 % disponen de ambos
servicios. Se selecciona un hogar europeo al
azar.

a) {Cudl es la probabilidad de que sélo ten-
ga contratada la televisién por cable?

b) ;Cuél es la probabilidad de que no tenga
contratado ninguno de los dos servicios?

Solucién a) 0’13, b) 0’47
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24. De una baraja espanola (40 cartas) se sa-

can dos cartas. Encontrar la probabilidad
de obtener:

a) Dos cartas de bastos
b) Dos cartas del mismo nimero.

Responder a las mismas preguntas si la car-
ta primeramente extraida se devuelve antes

25.

66

de la segunda extraccion.

Solucién: a) 0°0576, b) 0°076, a’) 0°0625, b’) 0’1

Una moneda estd trucada de forma que la
probabilidad de que salga cara es 0’4. Si se
lanza 3 veces la moneda encontrar la pro-
babilidad de que salgan dos caras.



9. ESTADISTICA

9.1. Introduccién

Fenémeno aleatorio es aquel en el cual es imposible predecir el resultado en cada realizacién u
observacién; ej: lanzar una moneda, extraer una carta de una baraja, nimero de nacimientos de una
ciudad en un mes, etc.

Estadistica Descriptiva es la parte de las Matematicas que se ocupa de proporcionar métodos
para recoger, organizar, analizar y resumir listas de datos numéricos de fenémenos aleatorios.

Colectivo o poblacion es el conjunto de elementos con caracteres comunes.
Muestra es un subconjunto o parte representativa de un colectivo.

9.2. Variable estadistica

Variable estadistica es el caracter comin que se considera en los elementos del colectivo. Hay
dos tipos cuantitativa y cualitativa, segin que el caricter sea numérico o no; €j: colectivo: alumnos
de un instituto, variable cualitativa color del pelo, variable cuantitativa estatura.

Frecuencia de un dato es el nimero de veces que se presenta.

Frecuencia relativa de un dato es la frecuencia dividida por el niimero de datos.

Frecuencia acumulada hasta un dato es la suma de las frecuencias de ese dato y de los anteriores.
Ejemplo * Supongamos que las calificaciones de 20 alumnos vienen dadas por la serie estadistica:

2,4,5,9,9,10,7,3,2,5,7,3,7,7,5,1,2,7,7,9

var.est frecuencias frec. rel frec. acum. frec .rel. acum.

T n; fi N; F;

0 0 0 0 0

1 1 0’05 1 0’05
2 3 0’15 4 0’20
3 2 0’10 6 0’30
4 1 0’05 7 0’35
5 3 0’15 10 0’50
6 0 0 10 0’50
7 6 0’30 16 0’80
8 0 0 16 0’80
9 3 0’15 19 0’95
10 1 0’05 20 1

Yn; = 20
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7 7
6 DIAGRAMAADE 6| POLIGONO DE 201 POLIGONO DE
5| FRECUENCIAS 5| FRECUENCIAS FRECUENCIAS
4 4 ACUMULADAS
3 3 10 | 0%5
2 2
1 1
0 0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 o 1 2 3 4 5 6 7 8

Diagrama de sectores Sea trata de repartir un circulo en sectores proporcionales a las frecuen-
cias:

Por ejemplo para mostrar la proporcién de suspensos
y aprobados:

. APROBADOS
Para hacer el diagrama de sectores se plantea la re-

gla de tres: si todo el circulo 360" corresponde con 20
notas, a los 7 suspensos le corresponde z, z = 126°

Normalmente interesa dar un resumen numeérico de los datos de un fenémeno aleatorio. Para ello
se requieren dos ntmeros: uno que dé un valor medio representativo y otro que indique lo alejados
que estan los datos entre si.

Tenemos entonces las medidas de centralizacién que indican valores medios representativos y
las de dispersiéon que indican lo separados que estan los datos.

9.3. Medidas de centralizacién

Moda es el valor de la variable estadistica que tiene mayor frecuencia. En el ejemplo* de las notas
de clase: 7.

Mediana es el valor central del conjunto ordenado de datos z;, el que deja a la izquierda la mitad
de los datos. En el ejemplo* de las notas de clase: 1222334555¥7 77777999 10 la mitad

estd entre N; = 10 y 11, o sea entre 5 y 7, (pasa cuando es par el nimero de datos) y se toma la

5+7
semisuma: mediana = % = 6.

Media es la media aritmética: se suman todos los datos y se divide por el nimero de datos.

Eazi
N

media sin frecuencias: T =

Si conviene considerar las frecuencias, como cada dato se sumaria un nimero de veces igual a su
frecuencia resulta:

Exmi
ETLZ'

media con frecuencias: T =

10
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111
En el ejemplo* de las notas de clase: T = 20 = 5'55

9.4. Medidas de dispersién

Rango o recorrido es la diferencia entre los valores méas grande y mas pequerio, en el ejemplo:
10-1=09.

Desviacién media Desviacion de un valor respecto de la media es z; — T.
Se llama desviacién media a la media de los valores absolutos de las desviaciones. Como los
valores absolutos se trabajan mal con calculadora en la préactica se usa:

Desviacién tipica es la raiz cuadrada de la media aritmética de los cuadrados de las desviaciones,
se representa por o:

E((L’Z — i’)z

Desviacion tipica sin frecuencias: o = N

2(1’, — £)2m
Zn,-

Desviacion tipica con frecuencias: o =

Varianza es el cuadrado de la desviacién tipica, se representa por o

Ejemplos: (sin calculadora estadistica)

1. (Datos sin frecuencias) Dados los nimeros: 3 6 12
a) Hallar la media. b) Hallar la desviacién tipica.

Media: & = 30+ i2 =7
3
Calculo de la desviacion tipica:
Desviaciones 3 —7=—-4, 6—-7=-1, 12-7=

Cuadrado de las desviaciones: 16, 1, 25

16+1+5
Varianza: media de los cuadrados de las desviaciones: Varianza: o2 = % =

Desviacién tipica: o = v14 = 3'74

14

Desviacion tipica: Raiz cuadrada de la varianza:

2. (Datos con frecuencias) Dados los datos y sus frecuencias. a) Hallar la media. b) Hallar la

desviacién tipica.

2

2

T n; Ti - N r; —7 | (v; — ) (i —2)" - ny
6 8 48 -4 16 128
8 20 160 -2 4 80
16 12 192 6 36 432
Yn; = 40 | Ya;n; = 400 Y(z; — Z)? - n; = 640
. Xxzn; 400
Medla:mzz—m—4—0210
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S(x; —7)*n; _ 640
Varianza: o2 = (%T;E)nl = 10 =1

Desviacién tipica: o = v/4 = 2
Ejercicios: (sin calculadora estadistica)

1. (Datos sin frecuencias) Dados los nimeros: 6 8 6 9 6
a) Hallar la media. b) Hallar la desviacién tipica. c) Hallar la mediana. d) Hallar la moda.

2. (Datos con frecuencias) Dados los datos y sus frecuencias. a) Hallar la media. b) Hallar la
desviacion tipica.

X | 1,
b | 4
9 110

25| 2

Funciones estadisticas de la calculadora Casio fx-82ES
ACCION TECLAS PANTALLA

modo estadistico MODE 2 1 STAT
frecuencias (si/no) | SHIFT MODE | 3
entrar datos | SHIFT 1 DATA z; =

tabla vista eliminar todos los datos SHIFT 13 2
borrar dato DEL
salir editor AC
resultados SHIFT 15 media, etc

Ejercicios: (con calculadora estadistica)

1. Dados los nimeros: 938101956823 1010110295
a) Hallar la media. b) Hallar la desviacién tipica. c) Hallar la mediana. d) Hallar la moda.

2. Dados los datos y sus frecuencias:
x| 2 3 5 7 9 12
n; [13 12 18 16 14 13
a) Hallar la media. b) Hallar la desviacién tipica.

3. Dados los niimeros: 226 68564103101855661691044362138109633553

7692686335888
a) Hallar la media. b) Hallar la desviacién tipica. ¢) Hallar la mediana. d) Hallar la moda.

media = 5,46 des. Tip. = 2,59 num. Dat= 50 mediana= 5,5 moda= 6

4. Dados los datos y sus frecuencias:
xi‘l 2 4 5 8 9 11 12 14 15 18 19 21

n; ‘ 19 13 12 12 11 11 14 19 18 14 16 18 13
a) Hallar la media. b) Hallar la desviacion tipica. media = 10,98 des. Tip. = 6,39 num. Dat= 190
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Media y desviacion tipica Son las dos medidas mas importantes

En el ejemplo de las veinte notas se obtiene: 0 = 2'67. Recordemos que la media era 5°55. Nos
dicen que si tomamos un alumno al azar lo més probable es que haya obtenido una nota proxima a
5’55 con una diferencia de +2/67.

Pero sobre todo sirve para comparar dos variables; si otro curso tiene como media 6’5 y desviacién
tipica 1’2, podriamos afirmar con total seguridad que estos tltimos alumnos han sacado mejores notas
y que éstas son més uniformes.

9.5. Observaciones:

1. Agrupamiento en clases:

Si interesa porque hay muchos valores distintos, se suelen agrupar los valores en intervalos
de clase por e€j. las tallas de 5 cm en 5 cm, el centro de cada intervalo se llama marca de
clase y se considera éste como el valor de la variable estadistica.

Un criterio para decidir el nimero de intervalos de clase puede ser el de Norcliffe:

n? de clases ~ vn? de datos

En el ejemplo * n° clases ~ /20 ~ 5 intervalos iguales, el intervalo total es 10, la longitud de
cada intervalo de clase es 10/5 = 2

int.clase marca clase

ZT; n; fz Nz Fi
[0,2] 1 4 020 4 020
(2,4] 3 3 015 7 035
(4,6] 5 3 015 10 050
(6,8] 7 6 030 16 080
(8,10] 9 4 020 20 1
7
6 | HISTOGRAMA 20 | 1 POLIGONO DE
. FRECUENCIAS
ACUMULADAS
4
3 10 0’5
2
1
0
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2. Cuantiles:

Andlogamente a como la mediana ocupa el lugar medio de la serie estadistica, el 1¢" cuartil
()1 deja a la izquierda % del total de la serie de datos ordenada, o sea de 100 deja 25, el 3°"
decil D3 el 30 %, el percentil 99 Pyg el 99 %, etc.

También se considera: rango intercuartilico Q3 — QQ1, rango interdecilico Dg — Dy, rango inter-

centilico ng - P1 .

Cuando hay que hallar varios compensa hacer la columna de frecuencias absolutas acumuladas
e incluso las de los % acumulados.



9 ESTADISTICA 72

Ejemplo: Hallar Q1, Q3, P, Pr7 r, n; N
1 2 2
N 4

Q1 : Z:ZO:IO;dejaalaizdalO;Q1:4 2 2 4
3N 120 6+7 3 4 8
Qs : T:T:%; deja a la izda 30; ng%:6/5 4 5 13
— 5 8 21
P3y :  por regla de tres 14000 30 y = 12; deja a la 6 9 30
izquierda 12; Psg =4 7T 3 33
) 100 — 77 e, A . . 8 4 37
P 0 — y = 30'8; deja a la izquierda 30’8; 9 3 40

P =7 40

3. Si tenemos varios grupos de medias y nimero de datos T4, N4; Zp,Np; Zc,Nc...respec-
tivamente la media de la unién de las distribuciones es:
_ Ta-Ng+xp-Np+Tc-No+... )
T = es lo que se llama media ponderada
NA—I-NB—I—Nc—I-...
Ejemplo: Un granjero tiene una explotacién con dos establos de vacas. Cada uno de los 13
animales del primero produce una media de 30 litros de leche por dia, mientras que en otro
hay 17 animales y la media es de 28 litros. ;Cual es la produccién media por vaca y dia de la
explotacién?.
30 x 13+ 28 x 17
T = + = 28'86 litros
30
nota: no hay féormula andloga para la desv. tipica.

4. Para poligonos de frecuencias unimodales y aproximadamente simétricos se tiene la relacion
empirica:

media — moda =~ 3(media - mediana)

Mo Me Z
5. Para poligonos de frecuencias unimodales y aproximadamente

simétricos se tienen las relaciones:
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e T+ o

en el intervalo: (Z — 0, % + o) se encuentra aproximadamente el 68 % de
los datos

en el intervalo: (Z — 20,Z + 20) se encuentra aproximadamente el 95 %
de los datos

T — 20 T + 20
en el intervalo: (Z — 30,Z + 30) se encuentra aproximadamente el 99 %
de los datos
z — 30 z + 30

6. Tipificacion de variables

. s .- . .y Xq —
Dada una serie estadistica x;, se llaman puntuaciones tipicas a los valores:
o

Sirven para comparar puntuaciones de un individuo en distintas distribuciones.

Ejemplo Un alumno ha contestado a dos tests, obteniendo las siguientes puntuaciones: Test
A: 50 puntos, Test B: 32 puntos. La puntuacién media y las desviaciones tipicas del curso en
los dos tests han sido:

Test A: x4 =45, 04=6
Test B: zp =26, op=2

JEn cudl de los dos tests ha obtenido, comparativamente con el grupo, mejor resultado el

alumno?
50 — 45

Test A puntuacion tipica: —5 = 0’83
32 -26

Test B puntuacién tipica — = 3

Comparado con el resto del grupo el alumno ha obtenido mejor puntuacién en el segundo test.

7. La desviacién tipica viene dada también por:

PR . Ya? o,
Desviacién tipica sin frecuencias: o = N z
Y IVI . EZE? i 5
Desviacién tipica con frecuencias: o = o z
2

8. En todos los calculos en vez de n; podriamos utilizar frecuencias relativas f;, pues es dividir
numerador y denominador por »n;:

Media: z = Xx; f;
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Desviacién tipica: o = /3(z; — 2)2f; =

E:L'?fl — 2

74
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Problemas de Variables Estadisticas

1. Dada la distribucién de frecuencias :

X n;
9
22
13
23
8
25

S Tk W N~

a) Constriyase una tabla en la que aparez-
can frecuencias absolutas, relativas y abso-
lutas acumuladas. b) Represéntese median-
te un diagrama de barras la distribucién
dada y su correspondiente poligono de fre-
cuencias.

. Completar los datos que faltan en la tabla

75

5. Hallar las medidas estadisticas de la distri-

bucién de frecuencias del problema 1.

Solucién: media = 3’74, mo = 6, mediana = 4,
des.tip. = 1’68, var = 2’83, des.med = 1’45

. Construir la tabla estadistica y calcular la

media, varianza y desviacién tipica para la
distribucién, (4,3) (5,4) (6,3) (9,2) (10,1),
donde la primera coordenada es el valor que
toma la variable estadistica y la segunda
es el nimero de individuos existentes en la
muestra con ese valor.

Solucién: media = 6, mo = 5, mediana = 5, des.tip.
= 1’96, var = 3’85

. (Sin calculadora estadistica) Dados los da-

b) En un curso de 25 alumnos han apro-
bado 17. Hacer un diagrama de sectores de
aprobados y suspensos.

. (Sin calculadora estadistica) Dados los da-

tos y sus frecuencias. a) Hallar la media. b)
Hallar la desviacion tipica.

Ti ng Ti-ng i — 7 | (x; —2)? (i — )% n
5 7 35 -3 9 63
7 13 91 -1 1 13
10 12 120 2 4 48
13 2 26 5 5 50
Yni =34 | Yxin; =272 Sz — :2:)2 -n; =174
Yxin; 272
Media: T = =— =28
edia: T S 31
o N(wi—2)%n; 174
Varianza: o> = @be)n = % =511

1174
Desviacién tipica: o = 1—77 =226

siguiente: tos y sus frecuencias. a) Hallar la media. b)
X 1 f, N; F; Hallar la desviacion tipica.
10 2 0’05 2 0’05 T ni Ti- Mg i — T | (2 — :2:)2 (zi — 7)2 - n;
13 4 01 6 015 5 8 40 -4 16 128
16 16 0’4 8 16 128 -1 1 16
13 12 156 4 16 192
1915 Yn; =36 | Yxin; = 324 Sz — :i')z -n; = 336
22 6 015 37 00925 . o
2 1 ledia: 7 = —2i — 222 _
5 Media: 7 ST 36 9
. a) La frecuencia absoluta de un dato es- Varianza: o — =& —z)°n; _ 336 _ 9'3
tadistico es 48 y su frecuencia relativa es Xn; 36
0’03. ;Cuél es el numero de datos. Desviacion tipica: o — % 305

. El nimero de hijos de 10 familias, seleccio-

nadas aleatoriamente, es el siguiente: 5, 2,
0, 6,3,1, 2, 3, 1, 4. Hallar la mediana y la
varianza.

Solucién: media = 2’7, des.tip. = 1’79, mediana =
2’5, var = 3’21

. Durante el mes de julio, en una determina-

da ciudad de la costa levantina, se han re-
gistrado las siguientes temperaturas maxi-
mas: 32, 31, 28, 28, 33, 32, 31, 30, 31, 27,
28, 29, 29, 30, 32, 31, 31, 30, 30, 29, 29, 29,
30, 31, 30, 34, 33, 33, 32, 33, 32 Hallar el
recorrido y la varianza.

Solucién: moda = 30, 31, media = 30’58, des.tip.
= 1'74, var = 3’02
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10.

11.

12.

Coger una moneda y efectuar 10 series de 5
tiradas de esa moneda. Se considera la va-
riable estadistica "nimero de caras en cada
serie”

a) Hacer la tabla de frecuencias absolutas
y relativas.

b) Dibujar el poligono de frecuencias abso-
lutas.

c¢) Dibujar el poligono de frecuencias rela-
tivas.

d) Hallar la media y la desviacién tipica.

Una variable estadistica tiene las siguientes
frecuencias relativas:

x| 0] 1]2]3

fi [04]03]02]01
a) Dibujar el poligono de frecuencias rela-
tivas.

b) Hallar la media y la desviacién tipica.

c) Hallar la frecuencia relativa acumulada
del valor x; = 2

a) Hallar las frecuencias relativas.

b) Hallar la media y la desviacién tipica.

A dos grupos de ocho profesores de letras
(grupo A) y de ciencias (grupo B) se les
ha planteado un test de cultura general
con cien preguntas, arrojando el siguiente
nimero de contestaciones acertadas:

Grupo A: 46 48 49 50 50 51

Grupo B: 10

Halla para cada uno de los grupos la me-
dia, moda y mediana, asi como la desvia-
cion tipica. Interpreta los resultados.

Y, P
TI = 50, desviacién tipica

— o= /B _ 999

Moda = 50, Mediana = 50
Grupo B

Grupo A media =7 =

media = Z = 50, desviacién tipica = o = 27'50

Moda = 50, Mediana = 50
Aunque por término medio son igualmente cultos

los de letras que los de ciencias, las culturas de los

de letras son muy parecidas (o = 2'29) mientras

13.

14.

15.

92 54

18 30 50 50 70 82 90

16.

76

que entre los de ciencias los hay notablemente cul-
tos y notablemente incultos. (Todo ello segin el
criterio de quien ha inventado los datos de este pro-

blema).

Calcular la media y la desviacién tipica de
los datos de la tabla adjunta que resume
la observacion hecha a 30 nifios de edad en
meses a la que empiezan a andar

MESES‘9 10 11 12 13 14

FRECUENCIA [1 2 4 13 6 3

Yxin; _ ﬁ — 1913

Yn; 30

media = =

Y(x: — &)3n;
>n;

desviacién tipica = o = =126
Represéntese mediante un histograma la si-
guiente distribucién de frecuencias. Hacer
el poligono de frecuencias acumuladas.

Lii-L;
0-10 22
10-20 26
20-30 92
30-40 86
40-50 74
50-60 27
60-70 12

En un reclutamiento militar se ha toma-
do una muestra de dieciseis jévenes obte-
niéndose las siguientes estaturas en cms. :
172, 161, 168, 182, 167, 179, 175, 198, 180,
166, 164, 174, 185, 177, 191, 173 Agrupar
los datos en intervalos de 10 cms. Escribir
la tabla estadistica y calcular la media y la
desviacion tipica: a) directamente, b) agru-
pando los datos.

nota: aunque no lo concreta el problema to-
mar como extremo mas pequeno 160 para
unificar: [160 — 170) .. ..

Solucién: a)media = 175’75, des.tip. = 9’38 b) me-
dia = 176’625, des.tip. = 9’66

Durante el mes de julio, en una determina-
da ciudad de la costa levantina, se han re-
gistrado las siguientes temperaturas maxi-
mas: 32, 31, 28, 28, 33, 32, 31, 30, 31, 27,
28, 29, 29, 30, 32, 31, 31, 30, 30, 29, 29, 29,
30, 31, 30, 34, 33, 33, 32, 33, 32 Hallar, la
moda y los percentiles de orden 30 y 70
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17.

18.

19.

20.

21.

Soluciéon: moda = 30, 31, P3o = 30, P7p = 32

Un Instituto tiene dos grupos de 2°. El gru-
po A tiene 35 alumnos ha obtenido en ma-
tematicas una nota media de 6’3. Para el
grupo B que tiene 40 alumnos la nota me-
dia es de 4’4. Calcular la nota media de
Matematicas de 2° en el Instituto.

Solucién: media = 5’28

Juan tiene 19 anos de edad y mide 1’90 m
de estatura. Se dice que su talla esta en el
percentil 92 para los jovenes de 19 anos.
., Qué quiere decir ésto?.

En una encuesta a 200 personas casadas se
les ha preguntado sobre la edad a la que
se casaron, obteniéndose la siguiente tabla
en la que figuran las edades agrupadas en
intervalos:

edades num. personas
[20,24) 33
[24, 28) 97
(28, 32) 31
(32, 36) 20
[36,40) 19

Completar la tabla anterior con los repre-
sentantes de clase, frecuencias acumuladas,
etc... Calcular la clase modal, la media, y
la desviacion tipica de la distribucién ante-
rior.

Solucién: media = 27’90, des.tip. = 4’65, var =
21’59, clase modal [24, 28)

En un grupo de sociologia se han obteni-
do las siguientes puntuaciones en un test
de habilidad mental: 50, 23, 45, 36, 56, 34,
56, 67, 45, 34, 23, 45, 23, 67, 54, 21, 34, 43,
12, 78, 36, 49, 53, 27, 66, 31, 45, 22, 33, 44,
48, 53, 57, 77, 31, 23, 47, 52, 33, 37, 64, 21.
Comprobar si en el intervalo (media - des.
tip., media + des. tip.) se encuentra apro-
ximadamente el nimero de datos esperado.

Solucién: media = 42’73, des. tip. = 15’938
En el departamento de selecciéon de perso-

nal de una empresa se ha aplicado un test
de inteligencia a los mandos intermedios,

22.

23.

24.

7

obteniéndose los siguientes resultados: 63,
69, 71, 56, 58, 68, 73, 67, 65, 72, 78, 56, 68,
65, 72, 58, 68, 71, 63, 71, 65, 77, 51, 81, 67,
67, 65, 66, 68, 69, 61, 65, 70.

a) Hallar los cuartiles y el recorrido inter-
cuartilico.

b) Los percentiles de orden 90 y 10, y el
recorrido interdecilico.

nota: no agrupar en intervalos
Solucién: Q1 = 65, Q2 = 67, Q3 = 71, Q3 - Q1 =
6, Pogo = 73, P1o = 58 , Pgg - P19 = 15

Las pérdidas, en millones de pese-
tas, de cinco empresas durante los dos

ultimos anos han sido las siguientes:
Empresas 1986 1987

A 1500 2300

B 1200 2000

C 500 600

D 300 700

E 1100 1600

JEn qué anio perdié mas, comparativamente
con las otras empresas del grupo, la empre-
sa C?

Solucién: 1986 media = 920, des.tip. = 449 val.tip.
=-0935 (pierde mads); 1987 media = 1440, des.tip.
= 682’93 val. tip = -1,229

(Sin calculadora estadistica) Dados los pa-

res de numeros: (15, 10), (19, 15), (28, 18), (32, 7)

Si la primera coordenada es el valor de la
variable estadistica y la segunda la frecuen-
cia:

a) Hallar la media

b) Hallar la desviacién tipica

Solucién: a) media= 23,26 des. tip.= 6,15 N= 50
Efectuar 10 series de 5 tiradas de una mo-

neda. Se considera la variable estadistica
"numero de caras en cada serie”

a) Hacer la tabla de frecuencias absolutas
y relativas.

b) Dibujar el poligono de frecuencias abso-
lutas.

c¢) Dibujar el poligono de frecuencias rela-
tivas.

d) Hallar la media y la desviacién tipica.
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25. Un tirador hace 60 series de 5 disparos. La
frecuencia relativa acumulada de ndmero
de aciertos en cada serie viene dada por la
tabla:

78

x| 0 | 1 | 2 ]3] 4]5

F; [012]031 059|077 [ 093] 1
a) Hallar las frecuencias relativas y hacer
un diagrama de barras de ancho uno.

b) Hallar la media y la desviacién tipica.



10. VARIABLES ALEATORIAS. DISTRIBUCION DE PROBA-
BILIDAD

10.1. Variable aleatoria. Funcién de distribucién de probabilidad

Es el modelo matemaético de la variable estadistica. Se dice que hemos definido una variable
aleatoria X (v.a.) para un experimento aleatorio cuando hemos asociado un valor numérico a cada
resultado del experimento.

Ejercicio Imaginese un juego de apuestas con estas normas: Se lanza un dado normal y se cobra
3 euros si sale 1 0 2, 1 euro si sale 4, 5 0 6 y se pagan 5 euros si sale un 3. Se lanza el dado 60 veces
y se obtienen los siguientes resultados:

3,4,6,1,3,1,1,5,6,6,1,1,6,1,5,6,2,2,3,2,6,4,6,2,5,6,1,1, 3,2, 4, 5,5, 3, 2,
5,6,5,3,5,2,6,1,4,6,1,5,5,5,5,2,4,3,3,1,4,5,2,2,6

Se considera la variable estadistica que dé las ganancias y pérdidas:

1) Hacer la tabla de frecuencias absolutas y relativas.

2) Dibujar el diagrama de frecuencias y el poligono de frecuencias.

NUmMero | var. estad. frecuencia | frec. relativa
X n; f,
nimero | 1 2 3 4 5 6 {3} -5 8 0’13
frecuencia [ 11 10 8 6 13 12 {456} 1 31 0’51
{12} 3 21 0’35
»N; =60

Ejemplo 1) Considérese el juego anterior: Se lanza un dado normal y se cobra 3 euros si sale 1 o
2, 1 euros si sale 4, 5 0 6 y se pagan 5 euros si sale un 3. La v.a. que describe las posibles ganancias
en este juego es X (1) =3,X(2) =3,X(3) =—-5,X(4) =1,X(5) =1,X(6) = 1.

10.2. Tabla de probabilidades de una variable aleatoria discreta. Histograma de
Probabilidad

A cada valor que toma la variable le asociamos la probabilidad del
suceso que representa asi obtenemos la tabla de probabilidades de
una variable aleatoria discreta:

x| -5 1 3 e
pi | 1/6 3/6 2/6 2/
1/6

-5 —4 -3 -2 -1 1 2 3

Tomando intervalos de longitud uno con centro en los valores de la v.a. x; tenemos el histograma
de probabilidad de la v.a. X.

En el histograma de probabilidad la suma de las dreas de los rectangulos hasta un valor z;
(incluido el suyo) da la probabilidad p(X < z;).
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Funcién de distribuciéon de la v.a. X es la funcién que a cada ntimero le asigna la probabilidad
acumulada hasta ese nimero, se suele expresar: F(z) = p(X < )
En el ejemplo: F(2'5) = p(X <2'5) =p(X = -5)+p(X =1) =3 + 2

10.3. Relacién entre variables estadisticas y aleatorias

Para muestras grandes las frecuencias relativas tienden a las correspondientes probabilidades, lo
cual nos permite considerar a las funciones de probabilidad como el modelo tedrico de las frecuencias
relativas, que son las que se pueden obtener en la practica. Es lo que llamdbamos probabilidad
empirica.

Asi por ejemplo en el problema que veremos mas adelante:

.En ]a fabricacién de automoéviles de una determinada marca de cada 1.000 fabricados 10 resultan
defectuosos por término medio. ; Cudl es la probabilidad de que en un lote de cuatro automéviles més
de la mitad sean defectuosos?”Se toma como probabilidad de que un automovil resulte defectuoso
p =10/1000 = 0/01.

10.4. Parametros de una variable aleatoria discreta

Se corresponden con los de una variable estadistica, por ejemplo la media de una variable es-

) . Yxin;
tadistica es: media T = —— = Xz, f;
E?’Li
Ya?.n;
y la desviacion tipica: (des. tip.)? = # — 72 =Ygl fi — 72
(2

Para una variable aleatoria discreta:

Esperanza matematica o media: p = Xa;p;

2

Varianza: o° = X(z; — ,u)zpi = Za:?pi - M2

Desviacién tipica: o = v varianza

Intuitivamente, si la variable aleatoria describe las ganancias y pérdidas de un determinado juego,
la esperanza indica la ganancia media por partida que puede esperar un jugador. Si la esperanza
es cero se dice que el juego es equitativo; en caso contrario, es favorable o desfavorable al jugador
segin que la esperanza sea positiva o negativa.

La desviacién tipica determina, junto con la esperanza, el intervalo [u — o, + o] en el que se
espera se produzcan ”la mayoria de los resultados”.

En el ejemplo resultaria:

1 3 2 4
1 3 2 4\? 260
2 2 2 2 ! !
o —6( 5) +6 —|—63 <6> 36 7222, o=VT 68

10.5. Distribucién binomial

Ejemplo En una bolsa hay 2 bolas blancas y 3 negras. Hacemos tres extracciones con devolucién.
Consideramos el nimero de bolas blancas que hemos sacado.

VARIABLE ESTADISTICA

Se han hecho diez series de tres extracciones: el nimero de bolas blancas en cada serie ha sido:
1,1,1,3,1, 2,20, 2, 0.
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a) Hacer la tabla de frecuencias y hacer un diagrama de barras de ancho uno.

b) Hallar las frecuencias relativas y hacer un diagrama de barras de ancho uno.

c¢) Hallar la media y la desviacién tipica.

VARIABLE ALEATORIA

a) Diagrama en arbol de la experiencia aleatoria: Hacemos tres extracciones con devolucién.
b) Hacer la tabla de probabilidades y el histograma de probabilidad.

c¢) Calcular la media y la desviacién tipica

Solucién:

VARIABLE ESTADISTICA

a)

frecuencias absolutas
x; [0]1]2]3
n; [2]43]1

b)

frecuencias relativas
x| 0|1 ]2]3

fi [02[04]03]071 : l

9
v fi ;. fi 7 a2 fi
0 02 0 0 0
1 04 04 1 0’4
2 03 06 4 12
3 01 0’3 9 09
Y f; =13 Ya?.f; =2'5

Media: & = Sa;f; = 1’3
Desviacién tipica: o = /S22 f; — 22 = V/2'5 — 32 = V0’81 = 0'9
VARIABLE ALEATORIA
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a)

B< B b N probabilidad
B N p(3 blancas) <—> = 0/064 x| 0 [ 1 | 2 | 3
B 5 pi | 0216 | 0432 | 0288 | 0°064
2
N <N p(2 blancas) <3> — =0'288
® B 2 2 1
B<N p(1 blancas) = 3 - 5 <—> = 0'432
N 3\° ' I ——
B p(0 blancas) <—> = 0216 -1 1 2 3
v ’
N
c)
T pi vipi %} @ pi
0 07216 0 0 0
1 0432 0’432 1 0’432
2 07288 0’576 4 1’152
3 0064 07192 9 0’576
Yaip; = 12 Ya?.p; =216

Media: p = Sap; = 12
Desviacion tipica: o = \/Xa?p; — p? = \/2/16 — 122 = V0/72 = (/84852

Ejemplo En el lanzamiento de un dado se considera éxito obtener 5 o mas puntos y fracaso lo
contrario, por tanto probabilidad de éxito: p = % = %, probabilidad de fracaso: ¢ = % Supongamos
que se hacen 10 pruebas.

Se trata de la distribucién binomial B(10,
de éxitos en las 10 pruebas

Hallemos la probabilidad de tener 4 éxitos (y por tanto 6 fracasos), o sea de X = 4:

La probabilidad de tener 4 éxitos y 6 fracasos en un orden determinado, como los lanzamientos

son independientes, es: p.p.p.p.q.q.q.q.q.q = p*.q% ; como el orden no nos importa el suceso tener

%), consideremos la variable aleatoria: X = numero

0
4 de estos sucesos (que son las
posibilidades de .®scoger”las cuatro tiradas con éxito entre las 10) por tanto la probabilidad buscada

10
de X =4, es sumar ( 4> veces la cantidad p?.q°

10 1\* /2\°¢
X=4)= ff=210.(5) (3] =0
p( ) <4>p q 0 <3> <3> 07868

En general:

cuatro éxitos es la unién de los sucesos del tipo anterior, hay

Distribucién binomial B(n,p): Es la distribucién de probabilidad de una variable aleatoria
discreta que tiene las caracteristicas:

1) En el experimento aleatorio se consideran dos resultados posibles
”fracaso”.

2) En una prueba la probabilidad de éxito es p y la de fracaso es g =1 —p

3) La probabilidad no cambia en las sucesivas pruebas, son independientes.

4) La variable aleatoria discreta es: X = numero de éxitos en n pruebas,

7éxito” y su contrario

Entonces la probabilidad viene dada por:
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n
X

p(X=$)=< >-px-<J"‘x cong=1—p

Los pardmetros de la binomial son: = n.p, 02 =n.p.q

Ejemplo En la fabricacion de automéviles de una determinada marca de cada 1.000 fabricados 10
resultan defectuosos por término medio. Cuédl es la probabilidad de que en un lote de seis automéviles
a) haya 2 defectuosos
b) més de la mitad sean defectuosos
¢) haya alguno defectuoso
d) hallar la media y la desviacién tipica

Sea p = 001 la probabilidad de ser defectuoso; B(6,0'01)
6
a) p(X =2) = <2> gt = 15,001%,0'99* = 0/0014

b) p(X > 4) = p(X = 4) +p(X = 5) +p(X = 6) = <6>p4q2 + <6>p5q1 + <6>p6q0 =
15,0'01%,0'99% + 6,0'01°,0'99 + 0/01°

¢) Mejor hacerlo por suceso contrario: p(X > 1)=1—-p(X =0)=1— <6>p0q6 =1-1,099 =
1 —0'9414 = 005852

d) p=6,001 =006, 0% = 6,001,099 = 0'0594 o = /0’0594
nota: 2

10.6. Variable aleatoria continua

Hasta ahora hemos visto casos en los que la variable aleatoria toma unos valores concretos. En
estos casos se llama variable aleatoria discreta.
Pero hay otra posibilidad:

Ejemplo Lugar de rotura de una cuerda de 3 m al tirar de un extremo estando el otro fijo. El
espacio muestral es E' = conjunto de lugares de rotura = [0, 3]. Consideramos la variable aleatoria:
X =longitud del punto de corte al punto fijo.

Vemos que la variable aleatoria puede tomar cualquier valor del intervalo [0, 3]. En este caso se
llama variable aleatoria continua
10.7. Funcidon de densidad de probabilidad de una v.a. continua

Ejemplo Lugar de rotura de una cuerda de 3 m al tirar de un extremo estando el otro extremo
fijo.
X =longitud del punto de rotura al extremo fijo, puede tomar cualquier valor entre 0 y 3.

2Pueden ser ttiles las siguientes propiedades de los niimeros combinatorios:

1 1
m _m_(h my m 1 2 1
h | B h] \m-—h 1 3 3 1



10 VARIABLES ALEATORIAS. DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD 84

casos favorables

Consideremos: probabilidad = - ; la probabilidad de que se rompa en un punto
casos posibles
casos favorables 1
determinado, X = z(, es cero pues en este caso - = - — = 0. Por ello:
casos posibles infinito

Lo que podemos considerar es la probabilidad de que la v.a.

tome un valor menor o igual que uno dado por ejemplo que 1

se rompa antes de 2’5 metros.
longitud favorable 2’5 |

X <2'5) = ==
pX < 25) longitud posible 3 1 2 3 4

1/3

Para una v.a. continua no tiene sentido hablar de probabilidad de que la variable tome un
determinado valor porque habria que dividir por ”infinitos” casos posibles

Entonces como modelo tedrico del poligono de frecuencias relativas, se introduce el concepto de
funciéon de densidad de probabilidad f:

Y la probabilidad viene dada por p(X < z) = area bajo la
funcién densidad entre el inicio de la grafica y el valor .

Por tanto se cumple que una funcién de densidad siempre es
positiva y ademas el area bajo la funcién densidad vale 1. /y/

| x

Funcién de distribucion de la v.a. X es la funcién que a cada nimero le asigna la probabilidad
acumulada hasta ese nimero, se suele expresar: F(z) = p(X < )

10.8. Distribucién normal

La variable aleatoria continua mas utilizada es la normal su
funcién de densidad de probabilidad es:

1 _(@-w)?
[} 202

flz) =

oV 2w

Se suele expresar N (u,0); los parametros p y o son respec-
tivamente el valor medio y la desviacién tipica, la curva se
llama campana de Gauss.

La normal N(0,1) tiene de funcién densidad:
1 2

e_%
V2T

cuyos parametros son y = 0,0 = 1, y tiene las probabilida-
des acumuladas por f(z) tabuladas.

flz) =

-2 -1 1 2
Para la N(0,1) en nuestra tabla aparece p(Z < z), siendo
z > 0, para buscar otras probabilidades hay que utilizar la
simetria de f(z), y el complementario.
Ejercicios: Hallar: a) p(Z < 0'34) = b) p(Z < —2'85) = c) p(Z >2'1) =

d) p(Z <38) = e) p(—1 < Z < 2'37)
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Para hallar las probabilidades de una normal cualquiera N (u, o) se hace el cambio de variable

(se llama tipificar) z = R que la transforma en la normal N(0,1).
o

Ejercicio: Hallar en N(8,3) el valor de p(X < 9'6)
(Proceso inverso), en N(0,1) hallar zy tal que p(Z < zp) = 0'8438, resulta mirando en el cuerpo
de la tabla zg = 1'01

Ejemplos

1. Se eligié una muestra de 1000 personas de una determinada poblacién y resulté que su talla
media era de 170 cm, con una desviacién tipica de 10 cm. Suponiendo que las tallas se distri-
buyen normalmente, calctilese cuantas personas de esa muestra miden: a) Mas de 190 cm; b)
Entre 160 y 190 cm.

La v.a. X que describe las tallas de la poblacién es del tipo N(170, 10).

X 1 = < tipificando z = =
p(X > 190) ipificando z . 10

p(Z >2)=1-09772 = 00228 /\

Es de esperar que haya 0/0228,1000 = 22'8 ~ 23 personas de méas de 190 cms. 170 190

a)
T—p 190—170_2}

b
) 2 = 160-170 _
p(160 <X < 190) = 1901_0170 = p(—l < Z< 2) =
zZ9 = —10 =2
p(z <2)=09772 o o o
{ plz < —1) = 1— (/8413 = /1587 [ — 0'9772—0"1587 = 0’8185
O sea 818 personas aproximadamente mediran entre 160 y 190 cm. 160170 190

2. En una prueba de selectividad se ha obtenido de nota media 5’8 y la desviacién tipica es 1’75.
Suponemos que las notas estan distribuidas normalmente. Todos los alumnos que sobrepasen
la nota 6’5 serdn admitidos en la universidad. ;Qué porcentaje de admitidos cabe esperar?

/ .. 6’5 —5'8 | ,
p(X > 6'5) = 4 tipificando z = ~—TE =04, =p(Z>04) =
1—p(Z <04) =1- 06554 = (/3446
Este valor es el tanto por uno, el tanto por ciento serd 34’46 % de /\

admitidos. :
578 6’5

Proceso inverso de buscar en la tabla. Dada la probabilidad hallar el valor de la
variable aleatoria que le corresponde

Ejercicio: En N(0,1) hallar zy tal que p(Z < zp) = 08438, resulta mirando en el cuerpo de
la tabla:

3. En una normal N(23,12), hallar el valor de la variable de manera que a su izquierda esté el
80 % de la probabilidad.
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Al contrario que antes buscamos un z concreto tal que p(X <

80 %
En la N(0,1) tenemos que si p(Z < z) = ('8, el valor més préximo

0'7995 por defecto
0’8023 por exceso
que corresponde con z = (0'84.

sustituyendo en la tipificacion: z = =, z =0z + pu =12z + 23 = 12,084 + 23 = 3308

o

X

de la tabla es { } nos quedamos con 07995

4. En una oposicién la puntuaciéon media del ultimo examen fue 7’2 y la desviacién tipica 0°9.
Hay plazas para un 13 % de los presentados. ;Cuél es la puntuacién minima que un estudiante
debe tener para conseguir plaza en la oposicién?.

Buscamos un z concreto tal que p(X > z) = 0'13

Sabemos que p(X > z) = 0’13, en la N(0,1) para buscar en la 013

tabla tenemos: p(Z > z) = 0'13, corresponde con p(Z < z) = (/87 N
. L. 0/8686 por defecto ,

el valor mas proximo de la tabla es { (/8708 por exceso } nos 79

quedamos con 0’8708 que corresponde con z = 1'13.

sustituyendo en la tipificacién: z = =£, z=0z+pu =092+ T72=09,1'13+ 72 =821

o

5. Las puntuaciones de un examen calificado entre 0 y 10 puntos siguen una distribucién normal
de media u = 5. El 6’3 por ciento de los alumnos tiene una puntuacién por encima de 7’5,
Lqué tanto por ciento de los alumnos es de esperar que tengan una puntuacién por debajo de
4 puntos?

Primero hemos de hallar o :

0’063
p(X > 7'5) = 0/063 /\4
p(Z > 2) =0063 — p(Z < z) = 0937

en las tablas: se obtiene z = 1’53 5 75
) T — i , 75-5 . p
el cambio z = , 1'63 = , despejando o = 1’63
o o

Piden p(X <4) =p(Z < —061) =1—p(Z < 0'61) = 1 — 0'7291 = 0/2709

luego aproximadamente el 27°1 % de los alumnos sacard menos de 4.
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Problemas de variable aleatoria.

1. Se tiene un dado correcto, pero de tal ma- 10 resultan defectuosos por término medio.

nera que tres caras tienen el nimero 2, dos
caras el nimero 1 y una cara el numero
3. Se considera la variable aleatoria X que
asigna a cada resultado del dado el niimero
obtenido.

a) Hacer una tabla con las probabilidades.

b) Representar el histograma de probabili-
dad.

c¢) Hallar la media y la desviacién tipica.

Solucién:
x L L1218 16,0 = vTT/6
Pi | 3 | 3 | 3

. En una caja donde hay dos bolas blancas
y tres negras se efectia el siguiente experi-
mento: se sacan dos bolas consecutivas sin
reponer. Una bola blanca vale un punto y
una negra, dos puntos. A cada extraccion
se asigna la suma de los puntos obtenidos
obteniéndose asi la variable aleatoria X.

a) Espacio muestral.
b) Hacer una tabla con las probabilidades.

c) Representar el histograma de probabili-
dad.

d) Hallar la media y la desviacién tipica.
e) El mismo ejercicio reponiendo la bola ca-
da vez.

Solucién: a) E = {bb,bn,nb,nn} b) R = {2,3,4},
o) X | 2 | 3| 4

2215
p‘|20|20|20

uw=16/5,0 =3/5

. Un tirador olimpico da en el blanco una
media de 3 veces cada 5 disparos. Una com-
peticién es a tres disparos. Hallar la tabla
de distribucién aleatoria que considera el
numero de blancos. Representar la funcién
de probabilidad. Hallar la probabilidad de
hacer algiin blanco. Hallar la media y la
desviacién tipica.

x| o | 1 | 2 | 3

pi | 0°064 [ 0288 | 0432 | 0216
pu=18,0% =072, p(algiin blanco) = 0’936

Solucion:

. En la fabricacién de automéviles de una de-
terminada marca de cada 1.000 fabricados

Se consideran lotes de 4 automoviles. Ha-
llar la tabla de la distribuciéon aleatoria que
considera el numero de defectuosos en un
lote. Representar la funciéon de probabili-
dad. ;Cudl es la probabilidad de que en un
lote de cuatro automoviles mas de la mi-
tad sean defectuosos?. Hallar la media y la
desviacién tipica.
Solucion:

x| 0o | 1 | 2 | 3 | 4

pi | 0°96 | 0°038 | 0°0005 | 0°000004 | (135)"
uw=1003912,0 =019

. De cada 2.000 personas a los que se su-

ministra cierto medicamento, 6 resultan
alérgicas al mismo por término medio. Si
en un determinado dia se ha suministra-
do el medicamento a 400 personas, jcudl es
la probabilidad de que haya al menos una
alérgica?

Solucién: p(X > 1) = 1 —p(X = 0) = 1 —

(480)p0q400 — 1 — (/997400

. En una urna hay cinco bolas blancas y cua-

tro bolas negras. Consideremos la variable
aleatoria "numero de bolas blancas.” el ex-
perimento consistente en realizar seis ex-
tracciones con devoluciéon. Determinar la
probabilidad de obtener al menos cuatro
bolas blancas.

Solucién: X; = n° de bolas blancas en 6 extrac-
ciones con devolucién p(3 o menos blancas) =
p(z < 3) = F(3) = 0'7545, p(al menos 4 blancas)
=1-0'7545

. La probabilidad de que un hombre al dispa-

rar pegue en el blanco es 1/3. Hallar y re-
presentar las funciones de probabilidad de
la variable aleatoria "nimero de blancos en
cinco disparos”.

Solucién: B(5, §)

xi | 0 | 1 | 2 | 3 | 4] 5
p; | 012 | 031 | 0°31 | 0’15 | 0°03 | 0°0039

. Una determinada raza de perros tiene cua-

tro cachorros en cada camada. Suponien-
do que la probabilidad de que un cachorro
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10.

11.

[y

sea macho es de 0’55, se pide: a) Calcular
la probabilidad de que en una camada dos
exactamente sean hembras. b) Calcular la
probabilidad de que en una camada al me-
nos dos sean hembras.

Solucién: a) 0’36, b) 0’609

. En una urna que contiene tres bolas blan-

cas y una negra se realizan tres extracciones
con reemplazamiento. Hallar: a) La proba-
bilidad de que una bola sea blanca y las
otras dos negras. b) La probabilidad de que
una bola al menos sea blanca. ¢) La tabla
de distribucién binomial para este caso. d)
La representacion gréfica de la funciones de
probabilidad.

Solucién: X= sacar blanca, B(3,3/4), a) p(X =
1) =9/64 = 0'1406, b) p(X >1)=1-p(X <
1) =1-00156 = 0'9844

X 0 1 2 3
P; | 0°015 | 0’1406 | 0’4218 | 0’4218
F; | 00015 | 0’1562 | 0’578 1

En una prueba de selectividad se suspen-
de al 15% de los estudiantes. a) Hallar el
nimero esperado (o media) de los alumnos
suspendidos y la desviacién tipica si, entre
los estudiantes presentados se eligen 2.000.
b) Hallar la probabilidad de que suspendan
de un grupo de 6 alumnos: I) como méximo
2; IT) por lo menos la mitad.

Solucién: a) Bin(2000,0’15) prob susp 0’15, media
np = 300, destip /npg = V255 b) B(6,0'15) I)
p(X £ 2) =pX =0)+pX =1)+pX =

=

x
2) =1 —0'9526 = 0'04735

0'157,0'85°% = 0'9526 , p(X > 3) =

Dada la funcién de grafica:

N
a) Hallar h para que cumpla las condiciones
de funcién de densidad de probabilidad.

b) Hallar las siguientes probabilidades:
P(X <2)

12.

13.

14.

15.

16.

P(X <6)
P(X > 10)
P(3< X <6)

Calcular las siguientes probabilidades en la
normal N(0,1) a) p(z < 2/78); b) p(z <
—0'94); ¢) p(z < =1'7); d) p(—1'24 < z <
2'16)

Solucién: a) 0'9973, b) 0’1736, ¢) 0’0446, d) 0’8771

Calcular las siguientes probabilidades en la
normal N (3,5) a) p(z < 4'3); b) p(z < —1);
c) p(2 <z <10)

06026, b) 02119, c¢) 09192-

Solucién: a)
0’4207=0’4985

Se supone que la estancia de los enfermos
en un hospital sigue una distribucién nor-
mal de media 8 dias y desviacién tipica 3.
Calcular la probabilidad de que la estancia
de un enfermo, a) sea inferior a 7 dias; b)
sea superior a 3 dias; c) esté comprendida
entre 10 y 12 dias.

Solucién: a) 0’3708, b) 0'9515, c¢) 0’1628

Se llama cociente intelectual al cociente en-
tre la edad mental y la edad real. Se sabe
que la distribucién de los cocientes intelec-
tuales de 2.000 reclutas sigue una distribu-
cién normal de media 0’80 y desviacién tipi-
ca 0’50. a) Numero de reclutas con cociente
intelectual comprendido entre 0’7 y 1°2. b)
Id. inferior a 0’3. ¢) Id. inferior a 0’9. d) Id.
superior a 1’4.

Solucién: a) 0’3674.2000 =~ 735, b) 0’1587.2000 =
318, ¢) ~ 1159, d) ~ 230

La media de las calificaciones obtenidas en
las pruebas de acceso a la Universidad en
cierta convocatoria fue p = 4’7 con una des-
viacién tipica o = 1’3. Suponiendo que las
calificaciones siguen una distribuciéon nor-
mal, calcular: i) El porcentaje de aproba-
dos. ii) El porcentaje de alumnos que obtu-
vo entre 4 y 6 puntos. iii) El porcentaje de
alumnos que obtuvo menos de 3 puntos iv)
El porcentaje de alumnos que obtuvo méas
de ocho puntos.
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17.

18.

19.

Solucién: N(4’4,1’3) i) p(X > 5) = 40'9% ii)
p(4 < X < 6) = 54'32% iii) p(X < 3) = 9'68%
iv) p(X >8=057%

Las estaturas de 500 reclutas estan distri-
buidas normalmente con una media de 169
cms y una desviacién tipica de 7 cms. Cal-
cular el nimero de reclutas cuya altura, i)
estd entre 165 y 175 cms ii) es mayor de 180
cms.

Solucién: N(169,7) i) p(X < 175) = 0’823, p(X <
165 = 02843, p(165 < x < 175) = 0’518 ii)
p(X > 180) = 0/0582

p(4 < X <6) =54'32% iii) p(X <3) =9'68% iv)

Calcular la probabilidad de que una varia-
ble Normal de media y desviaciéon tipica
iguales a las obtenidas en el apartado a)
sea mayor que 12’5.

Solucién: z = 10'35, o = 293, p(X > 12'5) =
2327 %

Un profesor realiza un test de cien items a
un curso con doscientos cincuenta alumnos.

p(X >8=057% 20.
Considérese la siguiente tabla de frecuen-
cias agrupadas:
Intervalo  3’5-6’5 6’5-9’5  9’5-12’5  12°5-15’5
Frecuencia 3 5 9 6
a) Dibujar el correspondiente histograma y
calcular la media y la desviacion tipica. b)
21.

89

Suponiendo que las puntuaciones obteni-
das por los alumnos siguen una distribuciéon
normal de media 64 puntos y desviacion
tipica 10 puntos y denotando con p(X < n)
la probabilidad de obtener n puntos como
maximo y con p(X > n) la probabilidad
de obtener al menos n puntos. Calcular: i)
p(X > 60), p(X < 75), p(30 < X < 60)
ii) Ndmero de alumnos que se espera que
tengan al menos 45 puntos.

Solucién: i) p(X > 60) = 65'5%, p(X <
75) = 86'43%, p(30 < X < 60)
34'43 % 14)0'9713,250 &~ 243 alumnos

En una carrera la media del tiempo emplea-
do ha sido de 73 minutos y la desviacién
tipica 7 minutos. Se elimina al 5% de los
corredores. A partir de qué tiempo queda
eliminado un corredor.

Solucién: se eliminan los que tardan méas de 84’48

minutos

Una méaquina ha producido 1.000 varillas de
en teoria 1 m de longitud, con una desvia-
cién tipica de 0’8 mm. De ellas se necesitan
640. ;Entre qué medidas habrd que tomar
las varillas para quedarse con las més exac-
tas?.

Solucién: N(1000,0’8)) p(—a < z < a) = 064,
p(z < a) = 082, a = 0’9153, z, = 1000'73 hay
que tomarlas entre 999’27 y 1000’73
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X 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09

0 5000 .5040 5080  .5120  .5160 5199 5239 5279  .5319  .5339
0,1 | .5398  .5438  .547v8 5517  .B557  .5H96 5636  .B675  .5714 5753
0,2 | .5793  .5832 5871  .5b910  .5948  .5987  .6026  .6064  .6103  .6141
0,3 | .6179  .6217  .6255  .6293  .6331 .6368  .6406  .6443  .6480  .6517
0,4 | 6554 .6591  .6628  .6664 .6700 .6736  .6772  .6808  .6844  .6879

0,5 | .6915 .6950 .6985 .7019  .7054  .v088  .7123  .7157  .7190  .7224
0,6 | .72567 .7291 7324 7357 7389 7422 7454 7486  .7517  .7549
0,7 .7580  .v611  .7642 .7673  .7704 Y734 7764 7794 7823  .7852
0,8 .781 .7910 .7v939  .7967  .7995  .8023  .8051  .8078  .8106  .8133
0,9 | 8159 .818  .8212  .8238  .8264  .8289  .8315 .8340 .8365  .8389

1 8413 8438 8461  .8485  .8508  .8531  .8554  .8577  .8399  .8621
1,1 | .8643 .8665 .8686  .8708  .8729  .8749 8770  .8790  .8810  .8830
1,2 | .8849 8869  .8888  .8907  .8925  .8944  .8962  .8980  .8997  .9015
1,3 ] 9032  .9049 .9066  .9082  .9099 9115 9131 .9147 9162 9177
14| 9192 9207 9222 9236  .9251  .9265  .9279  .9292 9306  .9319

1,5 | 9332 9345 9357  .9370 9382  .9394 9406  .9418 9429 9441
1,6 | 9452 9463  .9474 9484 9495 9505  .9515  .9525 9535  .9545
1,7 9554 9564 9573  .9582 9591  .9599 9608  .9616  .9625 = .9633
1,8 | 9641  .9649 9656  .9664 9671  .9678 9686  .9693  .9699 = .9706
1,9 9713 9719 9726 9732 9738 9744 9750  .9756 9761  .9767

2 972 9778 9783 9788 9793 9798 9803  .9808  .9812 9817
2,1 | 9821 9826  .9830  .9834  .9838 9842 9846  .9850  .9854 = .9857
2,2 | 9861 .9864  .9868  .9871 9875 9878 9881  .9884  .9887 = .9890
2,3 9893 9896  .9898  .9901  .9904  .9906  .9909  .9911 9913  .9916
2,4 9918 9920  .9922 9925 9927 9929 9931  .9932  .9934  .9936

2,5 .9938  .9940  .9941 9943 9945 9946 9948 9949 9951  .9952
2,6 | 9953 9955 9956  .9957 9959 9960  .9961  .9962  .9963 = .9964
2,7 9965  .9966  .9967  .9968  .9969  .9970  .9971  .9972 9973  .9974
28| .9974 9975 9976 9977 9977 9978 9979  .9979 9980  .9981
2,9 | 9981  .9982 9982 9983 9984  .9984 9985 9985  .9986  .9986

3| 9987 9987 9987 9988 9988 9989 9989  .9989  .9990  .9990
3,11 .9990 9991 9991 9991  .9992 9992 9992 9992  .9993  .9993
3,21 9993 9993 9994 9994 9994 9994 9994 9995 9995 = .9995
3,31 9995 9995 9995 9996  .9996  .9996  .9996 9996  .9996  .9997
3,4 9997 9997 9997 9997  .9997  .9997  .9997 9997 9997  .9998

35| .9998 .9998  .9998  .9998  .9998  .9998  .9998  .9998  .9998  .9998
3,6 | 9998  .9998  .9999  .9999  .9999  .9999  .9999  .9999  .9999  .9999
3,71 .9999  .9999  .9999  .9999  .9999  .9999  .9999  .9999  .9999  .9999
3,81 .9999  .9999  .9999  .9999  .9999  .9999  .9999  .9999  .9999  .9999
3,9 | 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000




11. REGRESION. CORRELACION

11.1. Variables estadisticas bidimensionales

Cuando estudiamos dos variables estadisticas puede interesar ver si estan relacionados sus valores,
por ejemplo en las calificaciones en dos asignaturas, Fisica y Matematicas, de 20 alumnos, cabe
esperar que a una nota alta en Fisica corresponda otra alta en Matemaéticas.

Para ello se consideran simultdaneamente las dos variables estadisticas, se tiene entonces una
variable estadistica bidimensional.

Consideremos en el ejemplo anterior las calificaciones:
Fisica:a:i‘245991073257973775127
Mateméticas:yi‘35796564176862867219
Podemos representar en el plano cada pareja de va- 10
lores, obtenemos asi los diagramas de dispersion 0

llamados también nube de puntos. Estos puntos no
se situardan sobre una linea determinada (a diferencia
de las funciones, en los que cada valor de una variable
determina el valor de la otra), pero cuando hay depen-
dencia entre los valores si aparece cierta forma en la
nube.

Se llama ajuste de la nube de puntos, al problema de
encontrar la linea que mejor se adapta a la nube de
puntos. Nos limitaremos a encontrar rectas. Una vez
halladas nos daran el valor méas probable para una de
las variables correspondiente a un valor dado de la
otra. o 1 2

4 5 6 7 8 9 10

Recta de regresion de y sobre z: Es la recta y = max + h, de manera que el error cometido
al tomar como valor y; correspondiente a x;, el dado por la recta: y = mx; + h sea minimo, o sea la
recta que hace minimas las diferencias y; — (mx; + h).

m se llama coeficiente de regresién de y sobre x

11.2. Caculo de los parametros de una variable estadistica bidimensional

T Yi T — T (v — @) Yi — Y (vi — ) (i —2) (yi —9)
9 9 0 0 2 4 0
7 7 -2 4 0 0 0
8 7 -1 1 0 0 0
12 5 3 9 -2 4 -6
. _ E:L'i 36
Medladex.x—N—Z—Q

e N
Yy; 28
Media de y: § = ]gl 7

Varianza de z: o
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S(yi —y)? 8
Varianza de y: 0’5 = w =1= 2 Desviacion tipica de y: oy = V2 =141

Covarianza. Se llama covarianza a la media de los productos de las desviaciones de las dos
Sz —2)(yi — )

componentes de la variable bidimensional, | o,y =

N
Y, —2)(y; — ¥ —6
S TSR
Coeficiente de correlacién. Viene dado por la covarianza dividida por el producto de las
desviaciones tipicas: | r = oy
0.0y
Oay -1’5 ,
r= = = —056
2.0y /352
Recta de regresién y/x: y—7= U—Zy(x —I)
O-Z'
-1’5
y-T=—7(- 9)

11.3. Correlacién

Es el grado de mutua dependencia entre las dos variables estadisticas que componen la variable
bidimensional.

Cuanto mayor es la correlacion mas estrecha es la banda en la que se sitian los puntos de la
nube.

CORRELACION CORRELACION PEQUENA INCORRELACION
Y Y Y
g 3, K
[ X ] .. '. . PY
X X X

La correlacién se mide por el coeficiente de correlacién lineal (o de Pearson).

Se tiene que r € [—1,1]:

Cuanto més préximo a 1 esté || mayor es la correlacién, mas estrecha es la banda en que estén
los puntos alrededor de la recta de regresion.

Si r = £1 entonces hay dependencia funcional, los puntos estan en la recta.

Cuanto més proximo a 0 estd r menor es la correlacion, més redonda es la nube de puntos. Si es
0 hay independencia lineal.

Sir > 0 es correlacién positiva la recta es creciente Si r < 0 es correlacién negativa la recta es
decreciente

ejemplo de correlacién negativa: puesto de calificacion en un campeonato de liga y nimero de
goles marcados.
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Y | DEPENDENCIA v . DEPENDENCIA INDEPENDENCIA
FUNCIONAL ESTADISTICA X
° °
.. [ ]

e oo (1)
e o ° °
° 3 .
0<r<i1 r=0
X X X

De todas formas para valorar la correlacién hay que tener en cuenta el contexto: asi por ejemplo
una correlacién r = 0'6 entre ”estaturas” y "pesos” de los soldados de un regimiento es baja; una
correlacién r = 0’6 entre ”la nota de mateméticas” y ”el nimero total de horas de estudio a la
semana” de los alumnos de una clase es notablemente alta.

11.4. Recta de regresion de y sobre =

Cuando la correlacién es suficientemente alta, tiene sentido considerar la la recta de regresién
de y sobre x "y/x” que pasa por el punto de coordenadas las medias (Z,):
o
recta de regresién y/x: y—y = %(:p —I)
O-Z'
la pendiente es el coeficiente de regresion de y sobre x y es igual a la covarianza dividida

por la varianza de x:

Ejemplo En las notas de Fisica y Matematicas de los 20 alumnos.
xi‘245991073257973775127
19

yi‘35796 5 6 4176 86 286 7 2

Las medias son: z = 5’55, 7 = 5'40, resulta: Opy = 4'98

El coeficiente de correlacién lineal de la Fisica y las Matemadticas, cuyas desviaciones tipicas son

2'67 2'43, resulta: r 74/98 0’76
ag = ag. = . = =
v Y ’ 2/67 - 2/43
La varianza de la Fisica es: 02 = 7’15 resulta:
4'98
recta de regresién de y sobre x: y — 5'4 = 1E (x — 5'55)

El valor esperado de g para un valor dado ¢, obtenido a partir de la recta de regresién y/z
es mas fiable cuanto mayor sea |r| y més préximo a la media de x esté . En el ejemplo, el valor
esperado para una nota de Fisica de 5 es de: y — 5’40 = 0'7(5 — 5'55); resulta y = 503, valor de alto
grado de fiabilidad.
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Problemas de Correlacion

Sin calculadora estadistica:
a) Hallar los pardmetros de la variable estadistica bidimensional: (13, 12), (17,17), (19, 15), (23, 24)

; Yi Ti — T (z; — @) yi— ¥ (vi —9) (i — @) (yi —¥)
13 12 -5 25 -5 25 25
17 17 -1 1 0 0 0
19 15 1 1 -20 4 -2
23 24 5 25 7 49 35
Sa; =172 | Sy = 68 (z; —z)% =52 Yy —9)° =78 | S(zi —2) - (yi — y) = 58
_ Xm T2 o Y(zi—x)® 52 =
Xy 68 > Xyi—y)°” 8 _ — JT0E — 4
y= NZ(_ 47;(1707{)— 58N =7 =1950, = V195 =442
v —Z)(yi — ¥ /
= T BRS T Y) 20y
Ozy N 1 5
Ozy 14’5 ’
r= = =091
0z.0y  /13-4/19'5
_ Oy _ 14/5
recta y/x:y —§y = ?.(:L'f:v); y—17= 13 (z — 18)
b) Hallar los parametros de la variable estadistica bidimensional: (4,12), (12, 16), (20, 20), (24, 28)
T Yi Ti — T (z: — 7)? Yi— Y (yi —9)° (zi —Z) - (yi —7)
4 12 -11 121 -7 49 77
12 16 -3 9 -3 9 9
20 20 5 25 1 1 5
24 28 9 81 9 81 81
Ya; =60 | Sy =76 Y(x; — z)° =236 S(yi —§)> =140 | Sz —2) - (i — 9) = 172
Yz 60 o S(zi—x)® 236 B o
T=— 74715 oy = NQ = =59 o0,=VH9 =768
Sy 76 5 S(yi—g)° 140 =
7= Ng(i 0 _;(19 ay_; ¥ = =350, = V35 =502
Ti —T)\Yi — Y
oy = T BB T Y) _ 2E_y
Oxy N - 1 3
Ozy ’
r= = = 094625
OOy VvH9 - V/35 3
_ (o) —\. o
recta y/x:y—y:?%’.(z—:c), y—19—@(1‘—15)
1. Al aplicar dos tests de memoria a un grupo 1’3; 2’5; 1’2; 1'1; 0°9;
de alumnos, se han obtenido los siguientes 1’1 23; 0°9; 1°0; 0’8,

resultados (de uno a diez):
test I: 3,5,7,4,9,8,7,6,5,3,9,3
test TT: 4,6,8,5,7,7,8,7,6,4.8.5.

Indica la dependencia comercial y econémi-
ca de esas dos naciones.

Solucién: mediax = 1’40, varx = 0’32, mediay =

a) Representar el diagrama de dispersién. 1722, vary = 0’30, covar = 0’31, r = 0’99, hay co-
b) Ajustar aproximadamente una recta a rrelacién muy grande, al ser positiva indica que cre-
la. nube. C) Si un alumno ha obtenido en cen a la vez, las economias son complementarias de
el test I el resultado 6 qué resultado cabe intensa relacién comercial

esperar en el test II. ] ) )
4. Si en el problema anterior se obtuviera un

2. Hacer el problema anterior analiticamente. coeficiente de correlacién igual a -0’61 jco-

. (9
Solucién: mediax = 575, varx = 4’69, mediay = mo se Interpretariaf

6725, vary=2’02, covar = 2’73, recta y/x : y—6'25 = Solucién: Hay correlacién negativa, no muy grande
0'58(x — 5'75), y(6) = 6'3 en el test 11 pero si significativa. Al ser negativa indica que las

. ) economias estan en competicion: cuando una crece
3. El cambio de la moneda de dos naciones

respecto al marco alemdn ha sufrido las si-
guientes fluctuaciones: 5. Las estaturas y pesos, en centimetros y ki-

la otra decrece



Estatura (cm)

11 REGRESION. CORRELACION

logramos respectivamente, de un grupo de
6 personas estan dadas por:

168 174 180 175 158
peso (kg) 65 70 73 68 55

i) Hallar la recta de regresién que sirve pa-
ra predecir la altura conocido el peso y el
coeficiente de correlacion entre ambas me-
didas.

ii) Predecir la etatura de una séptima per-
sona, afin a las anteriores, que pesa 71 kg.
. Es fiable la prediccién?.

Solucién: mediax = 65’50, varx = 34’25, mediay
= 169’50, vary = 58’58, covar = 43’32, r = 0’97,
y — 169’50 = 1'27(x — 65'50) , y(71) = 176'3. Es
fiable porque la correlacién es alta y el valor 71

estd cerca de la media

. El

puesto de clasificacion y los go-
les marcados en una temporada de
liga vienen dados por los pares:

(1,75),(2,77),(3,72),(4,63),(5,69),(6,75),
(7,62),(8,61),(9,63),(10,47),(11,49),(12,43)
(13,51),(14,48),(15,44),(16,57),(17,47),
(18,51), (19,47),(20,55),(21,37),(22,53)
Hallar la recta de regresion y el coeficiente
de correlacién interpretando el resultado.
;,Cuantos goles serfan necesarios para que-
dar 807

Solucién:  coef
57,40909091

recta y/x y = —1,426312818z + 73, 03896104 valor
esperado f( 8 )= 61,6284585

correl  -0,797968258

covar -

. Dos conjuntos de datos bidimensionales tie-
nen como coeficientes de correlaciéon rq
-0’87 y ro = 0’37. a) Razonar en cuél de los
dos conjuntos es menor el ajuste (median-
te una recta) de una variable en términos
de la otra. b) Representar dos conjuntos de
puntos cuyas correlaciones se correspondan
aproximadamente con las dadas.

. Hallar el coeficiente de correlacién y si es
adecuado, en la recta de regresién y/x, el
valor esperado para x = 8, en una va-
riable bidimensional de la que se cono-
ce: Yx; = 253, %y; = 1171, %(z; — 7)?
8855, % (y; — ) = 2829'091, X (z; — %) - (y; —
) = —1263, N = 22

162

62

9.

10.

11.

12.

95

Solucién: T = -0’798, f(8) = 61’6

Hallar el coeficiente de correlacion y si es
adecuado, en la recta de regresién y/x, el
valor esperado para x = 10, de la variable
bidimensional:

x; 9 11 14 12

yi 5 9 12 12

Dibujar la nube de puntos y la recta de re-
gresion.

Solucién: mediax = 11’5, mediay = 9’5, covar

475, = 09173, f(10) = 7'3

Hallar el coeficiente de correlacion y si es
adecuado, en la recta de regresién y/x,
el valor esperado para x = 8, en la va-
riable bidimensional de la que se cono-
ce: Yy = 253,y = 1171, %(z; — 7)?
885,5, X(y; — ) = 2829,09, % (z; —7) - (y; —
g) = —1263, N = 22

Solucién: r = —0, 7979,

f(8) = 61,62

Hallar el coeficiente de correlacion y si es
adecuado, en la recta de regresién y/z, el
valor esperado para x = 8, en la variable
bidimensional de la que se conoce:

to-4 '
o
J
8 °
7 °
&5 °
5 °
4 L L 2
3
2 ° ° °
1 ° ° ° °
" l o
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Solucién: . coef correl 0'85103036; covar 7,2544 ;

recta y/z: y = 0’8105z — 1,3843 valor esperado
f(8) = 5,0997

Hallar el coeficiente de correlacion y si es
adecuado, en la recta de regresién y/x, el
valor esperado para x = 8, de la variable
bidimensional:
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13.

z |10 8 7 7T 6 7 )

y; | 10 75 8 10 8 75 5’25
Solucién:
destpx= 1,456862718 destpy= 1,514386789
covar= 1,566326531
cocorr= 0,709948526
y — 8,035714286 = 0, 737980769 (x — 7, 142857143)

£(8) = 8, 668269231

Las tasas brutas de natalidad y mortali-
dad por cada mil habitantes, durante el afio
1983, de algunos paises de Europa eran las
siguientes:

T. nat. T. mort.
R. D. Alemana 14 13
Checoslovaquia 15 12
Dinamarca 11 10
Espana 13 7
Francia 14 10
Grecia 14 9
Holanda 12 8
Irlanda 20 9
Italia 11 10
Noruega 12 10
Portugal 15 9

Reino Unido 13 12

14.

96

Estudiar la variable bidimensional que re-
sulta.

Solucién: mediax = 13’67, varx = 5’39, mediay
= 992, vary = 2’74, covar = -0’106, recta y/x :
y—992=-001(x — 13'67), r = —0'01

Las notas de Matematicas y de Fisica de
un grupo de alumnos estan dadas por los
pares (3,4) (7,6) (5,3) (5,4) (8,7) (7,5) (2,3)
(2,2) (8,6). Hallar las rectas de regresién
y el coeficiente de correlacion entre ambas
notas interpretando el resultado.

Solucién: mediax = 522, varx = 528, mediay
= 4’44, vary = 2’47, covar = 3’23, recta y/x :

y—4'44 = 0'61(z — 5'22), r = 0’90



FORMULAS CIENCIAS SOCIALES 1

P
q

q

Numeros factoriales y combinatorios a1 = YaqP

mh = m(glm—l)(m—2)(m—3)... (m—h+1)
(%) = "r _ —b+ Vb — dac

Potencias de exponente fraccionario z 5

y:al‘4+b13+u.

Ecuacion de segundo grado

y=Ina




